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Os painéis reforçados são constituídos por uma placa de base com reforços 
numa ou mais direcções, permitindo a obtenção de estruturas leves e com 
grande resistência. Na maior parte dos casos o cálculo estrutural concentra-se 
nas cargas de compressão longitudinais a que estes painéis estão sujeitos. No 
presente trabalho são descritos métodos analíticos e empíricos que permitem 
o cálculo da carga máxima que um painel reforçado de alumínio consegue 
suportar (carga crítica). Contudo, a aplicabilidade destes métodos está limitada 
no que concerne a condições de fronteiras, propriedades de material e 
tipologias de reforço, para além das previsões da carga crítica fornecidas nem 
sempre serem exactas. O uso do Método dos Elementos Finitos (MEF), muito 
embora implique tempos de implementação e cálculo muito superiores ao dos 
outros métodos, permite uma generalidade de aplicação e exactidão 
superiores. 
No presente trabalho foram efectuadas análises através do MEF, usando o 
programa de simulação Abaqus. Foi possível encontrarem-se modelos 
capazes de reproduzir o comportamento obtido experimentalmente para 
painéis reforçados de alumínio sujeitos a forças de compressão longitudinais. 
As análises efectuadas com elementos finitos do tipo casca possibilitaram a 
obtenção de previsões exactas para a carga crítica. Foram também efectuadas 
análises de sensibilidade ao refinamento de malha para diferentes elementos 
do tipo casca, permitindo a obtenção de tempos de cálculo reduzidos sem 
afectar significativamente os resultados. 
O efeito da utilização de diferentes geometrias e magnitudes das imperfeições 
iniciais dos painéis foi também testado, usando as deformadas obtidas pela 
análise de valores próprios, tendo sido verificada grande sensibilidade a 
ambos os factores. 
Numa fase posterior, foram efectuadas optimizações estruturais dos painéis 
usando o algoritmo de optimização HDEPSO (hydrid differencial evolution and 
particle swarm optimization). Com base neste algoritmo, foram obtidas 
reduções de peso superiores a 14 % para painéis com reforços do tipo L. A 
utilização de diferentes geometrias de imperfeição inicial mostrou afectar 
significativamente os resultados do processo de optimização, quer nas 
dimensões da estrutura optimizada quer no peso final da mesma. 
De forma sumária, o presente trabalho de investigação conduziu ao 
desenvolvimento de ferramentas de projecto à encurvadura de painéis 
reforçados para a indústria aeronáutica e naval, baseadas em técnicas 
numéricas computacionais, e que se mostraram eficientes na simulação do 





























Stiffened panels are composed of a base plate with stiffeners in one or more 
directions, capable of producing lightweight structures with high resistence. In 
most cases, the structural design focuses mainly on the longitudinal 
compressive loads that the panels are subjected to. In the present study, 
analytical and empirical methods that allow for the calculation of the maximum 
load an aluminium panel can support are described. However, the applicability 
of these methods is limited with regard to boundary conditions, material 
properties and geometry of the stiffener, and therefore predictions of critical 
loads do not always show good accuracy. The use of the Finite Element 
Method (FEM) can provide higher accuracy and generality, being suitable for 
most of the case-studies, although the implementation and calculation time can 
be higher than the other approaches. In the present work, a number of FEM 
analyses were carried out, using Abaqus commercial simulation software. As a 
preliminary conclusion, it was possible to find a range of models able to 
properly reproduce the experimental behavior of aluminium stiffened panels 
subjected to compressive loads. It was also shown that finite element analyses 
performed using shell finite elements are able to obtain accurate predictions of 
the critical load. Analyses were also made to evaluate the refinement of the 
mesh using different kinds of shell elements, leading to reduced calculation 
time without significantly affecting the results. 
In a subsequent phase in the present work, the effect of using different 
geometries and magnitudes of the initial imperfection on the numerical 
simulation of the panels was also inferred and tested, using the deformed 
shapes obtained from eigenvalue analyses. 
Finally, a detailed study of the structural optimization of the panels was made 
using an algorithm called HDEPSO (hibrid differencial evolution and particle 
swarm optimization). With this strategy, weight reductions higher then 14% 
were obtained for panels with L-type stiffened shapes. The use of different 
geometries of the initial imperfections was shown to significantly affect the 
results of the optimization process, for the dimensions of the optimized 
structure and final weight.  
As a summary, this study make it possible to the development of stiffened 
panels design tools for aircraft and shipbuilding industries, tools based on 
numerical computational techniques that proved effective and reliable in the 
structural behavior characterization of those structures. 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Conteúdo 
Lista de figuras ................................................................................................................ xiii 
Lista de tabelas ............................................................................................................... xvii 
1.Introdução ..................................................................................................................... 1 
1.1. Enquadramento ...................................................................................................... 1 
1.2. Objectivos ............................................................................................................... 5 
1.3. Guia de leitura ........................................................................................................ 5 
2.Métodos analíticos e empíricos para o cálculo da carga crítica ........................................ 7 
2.1. Método de Herzog .................................................................................................. 7 
2.2. Método de Paik e Thayamballi ................................................................................ 8 
2.3. Método de Paik e Duran ......................................................................................... 9 
2.4. Método de Euler-Johnson...................................................................................... 11 
2.5. U.S. Aluminium Association Specifications ............................................................ 12 
2.6. Eurocódigo 9 ........................................................................................................ 12 
2.7. Software vocacionado ........................................................................................... 13 
2.7.1. DNV PULS ....................................................................................................13 
2.7.2. ALPS/ULSAP ..................................................................................................13 
2.7.3. Hypersizer ......................................................................................................14 
3.Método dos elementos finitos no estudo de placas reforçadas .........................................15 
3.1. Tipos de elementos finitos e modelos computacionais ............................................ 16 
3.2. Método de Riks .................................................................................................... 20 
3.3. Análise de valores próprios .................................................................................... 21 
3.4. Implementação de imperfeições no MEF ................................................................ 22 
3.4.1. Método da deformação por acção de pressão ..................................................23 
3.4.2. Método do uso das deformadas provenientes da análise de valores próprios ...23 
3.4.3. Método do deslocamento dos nós da secção transversal média do painel .........24 
3.4.4. Método do deslocamento dos nós definido por equações ................................24 
3.5. Optimização baseada no método de elementos finitos ............................................ 25 
3.5.1. Algoritmo de optimização HDEPSO ...............................................................27 
4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados .................................................................29 
4.1. Ensaios experimentais de referência ....................................................................... 30 
4.1.1. Condições dos ensaios experimentais ..............................................................31 
4.1.2. Resultados dos ensaios experimentais .............................................................34 
4.2. Definição dos modelos de elementos finitos ........................................................... 39 
xii Conteúdo
 
Dissertação de Mestrado Rui Miguel Ferreira Paulo 
 
4.3. Estudo da influência do tipo de elemento e densidade de malha ............................. 44 
4.4. Estudo de sensibilidade às imperfeições iniciais ..................................................... 52 
4.4.1. Resultados para o modelo TR com apoio ....................................................... 57 
4.4.2. Resultados para o modeloTR sem apoio......................................................... 62 
4.4.3. Resultados para o modelo L com apoio .......................................................... 67 
4.4.4. Resultados para o modelo L sem apoio .......................................................... 71 
4.4.5. Discussão global dos resultados da análise de sensibilidade às imperfeições 
iniciais .................................................................................................................... 76 
4.5. Sensibilidade à existência da ZAC ......................................................................... 76 
5.Optimização estrutural da secção transversal de painéis reforçados ................................ 79 
5.1. Definição dos modelos T ...................................................................................... 80 
5.2. Optimização de painéis com reforço em T ............................................................. 82 
5.3. Optimização de painéis com reforço em L ............................................................. 86 
5.4. Discussão global dos resultados das optimizações ................................................. 87 
6.Considerações finais ...................................................................................................... 89 
6.1. Conclusões ........................................................................................................... 89 
6.2. Trabalhos futuros ................................................................................................. 90 
Bibliografia ...................................................................................................................... 93 
 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Lista de figuras 
Figura 1. Composição de um painel reforçado, com reforços em duas direcções. ............... 1 
Figura 2. Comportamento típico de um painel reforçado sujeito a forças de compressão 
com sentido longitudinal.................................................................................... 2 
Figura 3. Secções transversais comuns em ISP. .................................................................. 4 
Figura 4. Representação esquemática do processo de soldadura por fricção (FSW). ........... 4 
Figura 5. Zona afectada pelo calor (ZAC) na região de contacto com o reforço, 
nomenclatura usada no método de Paik e Duran [19]. ......................................10 
Figura 6. Zona afectada pelo calor (ZAC) na zona periférica da placa e nomenclatura 
usada no método de Paik e Duran (vista superior da placa) [19]. .......................10 
Figura 7. Representação esquemática de elementos do tipo casca (a) de 4 nós e (b) 8 nós, 
bem como das respectivas funções de forma ao longo das arestas [32]. ..............19 
Figura 8. Representação esquemática da localização dos pontos de integração em elementos 
tipo casca com 4 e 8 nós [42]. ...........................................................................19 
Figura 9. Procedimento para gerar as imperfeições iniciais por acção de pressão [38]. ......23 
Figura 10. Detalhes da aplicação da imperfeição inicial por deslocamento dos nós da secção 
transversal média [41]. .....................................................................................24 
Figura 11. Representação esquemática das imperfeições implementadas através de equações 
[46]. .................................................................................................................25 
Figura 12. Representação esquemática da cooperação entre o algoritmo de optimização e o 
programa de simulação pelo MEF (adaptado de [41]). ......................................26 
Figura 13. Representação esquemática do algoritmo HDEPSO [47]. ..................................27 
Figura 14. Secção transversal dos perfis extrudidos e dos painéis testados (adaptado de [13]).
 ……………………………………………………………………………………….30 
Figura 15. Esquema da montagem experimental para os ensaios com apoio ao longo das 
arestas longitudinais (adaptado de [13]). ...........................................................31 
Figura 16. Definição das imperfeições medidas na secção transversal média (adaptado de 
[13]). ................................................................................................................33 
Figura 17. Curva tensão-deformação para a liga de alumínio AA6082 (adaptado de [13]). .34 
Figura 18. Montagem experimental com o painel F no final do ensaio (imagem cedida por 
Arne Aalberg). ..................................................................................................35 
xiv Lista de figuras
 
Dissertação de Mestrado Rui Miguel Ferreira Paulo 
 
Figura 19. Painel G no final do ensaio [13]. ...................................................................... 36 
Figura 20. Painel K no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). ........................ 37 
Figura 21. Painel P no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). ......................... 37 
Figura 22. Painel Q no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). ........................ 38 
Figura 23. Painel T no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). ........................ 39 
Figura 24. Painel U no final do ensaio [13]. ....................................................................... 39 
Figura 25. Geometria dos perfis individuais utilizados neste trabalho para os modelos L e 
modelos TR. .................................................................................................... 40 
Figura 26. Condições de fronteira e propriedades dos elementos finitos no modelo com 
secção em L (modelo L). ................................................................................... 42 
Figura 27. Condições de fronteira e propriedades dos elementos finitos no modelo com 
secção trapezoidal (modelo TR)........................................................................ 43 
Figura 28. Resultados (carga crítica) das análises com diferentes densidades de malha, 
utilizando elementos S8R, S4R e S4, sem imperfeição inicial. ............................ 45 
Figura 29. Resultados (carga crítica) das análises com diferentes densidades de malha 
utilizando elementos S8R, S8R5 e S4, com imperfeição do tipo VP14 (ver Figura 
33) com magnitude máxima de 1mm. ............................................................... 46 
Figura 30. Resultados (carga crítica) das análises com diferentes densidades de malha, 
utilizando elementos S4R, sem imperfeição inicial, no modelo TR sem apoio. ... 46 
Figura 31. Curvas força-deslocamento relativas às análises para o modelo TR com e sem 
apoio, com diferente número e tipo de elementos. ............................................. 49 
Figura 32. Deformadas para os modelos TR e L, com e sem apoio ao longo das arestas 
longitudinais, numa análise sem uso de imperfeições iniciais, ao atingirem a carga 
crítica. ............................................................................................................. 54 
Figura 33. Representação da imperfeições iniciais usadas nas análises com o modelo TR com 
e sem apoio. As deformadas resultaram da análise de valores próprios. ............. 55 
Figura 34. Representação da imperfeições iniciais usadas nas análises com o modelo L com e 
sem apoio. As deformadas resultaram da análise de valores próprios. ............... 56 
Figura 35. Resultados da análise de sensibilidade às imperfeições iniciais com modelo TR 
com apoio. ....................................................................................................... 57 
Figura 36. Curvas força-deslocamento relativas à análise de sensibilidade às imperfeições 
com modelo TR com apoio. ............................................................................. 60 
Figura 37. Deformadas finais das análises com o modelo TR com apoio (ver Tabela 9). .... 62 
Figura 38. Análise de sensibilidade às imperfeições iniciais com modelo TR sem apoio. ..... 64 
Lista de figuras  xv
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Figura 39. Curvas força-deslocamento relativas à  análise de sensibilidade às imperfeições 
com modelo TR sem apoio. ..............................................................................65 
Figura 40. Deformadas finais das análises com o modelo TR sem apoio (ver Tabela 10). ...67 
Figura 41. Análise de sensibilidade às imperfeições iniciais com modelo T com apoio. .......68 
Figura 42. Curvas força-deslocamento relativas à análise de sensibilidade às imperfeições 
com modelo L com apoio. ................................................................................70 
Figura 43. Deformadas finais das análises com o modelo L com apoio (ver Tabela 11). ......71 
Figura 44. Análise de sensibilidade às imperfeições iniciais com modelo L sem apoio .........73 
Figura 45. Curvas força / deslocamento relativas à análise de sensibilidade às imperfeições 
com modelo L sem apoio. .................................................................................74 
Figura 46. Deformadas finais das análises com o modelo L sem apoio (ver Tabela 12). ......75 
Figura 47. Representação da secção transversal do painel T, com a superfície de referência 
dos elementos do tipo casca a vermelho. ...........................................................80 
Figura 48. Condições de fronteira do modelo T. ................................................................81 
Figura 49. Representação das imperfeições iniciais utilizadas nas simulações com o modelo 
T. .....................................................................................................................83 
Figura 50. Dimensões dos painéis (mm) com reforço em T optimizados e do painel original.
 ……………………………………………………………………………………….85 












xvi Lista de figuras
 




 Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Lista de tabelas 
Tabela 1. Coeficientes dependentes do nível da de deflexão inicial da placa [1]. ................11 
Tabela 2. Modelos do método do método de elementos usados no estudo de painéis 
reforçados ......................................................................................................17 
Tabela 3. Características dos painéis testados por Aalberg et al. [13]. .............................30 
Tabela 4. Imperfeições geométricas iniciais nos painéis testados por Aalberg et al. [13]. .33 
Tabela 5. Resultado dos ensaios experimentais de Aalberg et al. [13]. ............................34 
Tabela 6. Propriedades dos materiais definidos nos modelos de elementos finitos. ..........41 
Tabela 7. Número de elementos e nós dos diferentes modelos criados. ...........................44 
Tabela 8. Resultados da análise do tipo de elemento e densidade de malha para o modelo 
TR, com o tempo e número de incrementos relativos à análise até à carga 
crítica. ............................................................................................................47 
Tabela 9. Resultados da análise de sensibilidade às imperfeições com modelo TR com 
apoio. ............................................................................................................58 
Tabela 10. Resultados da análise de sensibilidade às imperfeições com modelo TR sem 
apoio. ............................................................................................................63 
Tabela 11. Resultados da análise de sensibilidade às imperfeições com modelo L com apoio.  
………..………………………………………………………………………………68 
Tabela 12. Resultados da análise de sensibilidade às imperfeições com modelo L sem apoio.     
……………………………..…………………………………………………………72 
Tabela 13. Variação da carga crítica na analise de sensibilidade às imperfeições iniciais. ..76 
Tabela 14. Resultados da análise de sensibilidade à existência da ZAC. ............................77 
Tabela 15. Propriedades dos materiais da secção T optimizada referentes a equação 
constitutiva de Ramberg-Osgood[39]..............................................................82 
Tabela 16. Resultados da optimização no painel com reforço em T. .................................84 





xviii Lista de tabelas
 















 Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Capítulo 1  
Introdução 
1.1. Enquadramento 
Os painéis reforçados são a unidade básica de construção de aviões, navios, bem como de 
outras estruturas. Consistem tipicamente numa placa de base com reforços paralelos e 
igualmente espaçados entre si, podendo ainda apresentar reforços transversais intermédios 
(Figura 1). 
 
Figura 1. Composição de um painel reforçado, com reforços em duas direcções. 
O uso de painéis reforçados permite a obtenção de estruturas leves e com grande 
resistência. Na maior parte dos casos o cálculo estrutural concentra-se sobretudo nas cargas 
de compressão longitudinais a que estes painéis estão sujeitos.  
2 1.Introdução 
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A estabilidade destas estruturas de parede fina quando, sujeitas a forças de 
compressão, está dependente da sua resistência à encurvadura como um todo, bem como da 
resistência a encurvadura de cada um dos seus membros estruturais. A resistência de um 
painel é afectada com o início da encurvadura, apesar do mesmo estar sujeito a um regime 
pós-encurvadura antes de ser atingido o colapso para uma determinada carga crítica. Este 
colapso pode ser originado pela encurvadura local da placa e/ou dos reforços, e/ou pela 
encurvadura global do painel. No contexto deste trabalho, a carga crítica corresponderá ao 
máximo valor obtido na curva força-deslocamento axial [1]. O comportamento típico de 
uma placa reforçada está representado na Figura 2. 
 
 
Figura 2. Comportamento típico de um painel reforçado sujeito a forças de compressão com sentido 
longitudinal. 
Os métodos para o cálculo da carga crítica, em painéis utilizados em estruturas 
aeronáuticas, são geralmente baseados no método de Euler para análise de encurvadura de 
colunas e na teoria de Timoshenko [2] para a estabilidade de placas e cascas. O cálculo 
estrutural para projectos de engenharia naval baseia-se sobretudo na experiência acumulada 
ao longo da história, quer em estruturas de alumínio, quer em estruturas de aço, sendo 
geralmente usados métodos baseados em equações empíricas [1]. 
A utilização de ligas de alumínio como principal constituinte estrutural de aviões 
remonta à década de 1930 [3]. Com o evento da 2ª guerra mundial e o período da guerra 
fria, importantes desenvolvimentos e inúmeros estudos foram feitos no âmbito do seu uso 
ao nível estrutural em aeronaves. A NACA (National Advisory Committe for Aeronautics), 
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realizou no período posterior à 2ª guerra mundial trabalhos experimentais e teóricos com o 
objectivo de descrever o comportamento de estruturas finas, placas simples e reforçadas, 
com e sem curvatura, visando a formulação de métodos de cálculo estrutural. Muita da 
teoria desenvolvida nesses trabalhos, nomeadamente em [4,5,6], ainda faz parte da actual 
bibliografia vocacionada para análise e dimensionamento de estruturas aeronáuticas [7,8,9]. 
Actualmente, a maior parte de estudos efectuados no âmbito da resistência de painéis 
reforçados para aplicações aeronáuticas relaciona-se com materiais compósitos poliméricos. 
Estes materiais, depois de terem sido introduzidos extensivamente em aviões militares de 
alto desempenho, estão a ser progressivamente aplicados em aviões comerciais, à medida 
que são desenvolvidos os processos de fabrico e aprofundados os estudos acerca do seu 
comportamento.  
O uso do alumínio na construção de embarcações de grande dimensão expandiu-se na 
década de 1990 com a construção de navios comerciais e militares de alta velocidade. O uso 
de painéis reforçados em alumínio, em substituição dos painéis em aço, permite um 
diminuição do rácio peso/resistência mecânica [10], com a consequente melhoria no 
desempenho das embarcações e poupança de combustível. A diminuição de peso pode ser da 
ordem dos 50% em relação à utilização de painéis de aço. Além disso, o uso de alumínio em 
embarcações permite obter preços de produção mais baixos e uma redução significativa nos 
custos de manutenção [11]. Os painéis de alumínio são actualmente utilizados na produção 
de embarcações de tamanho considerável, como é exemplo o ferry-boat com 124 metros da 
empresa Austel, lançado à água no ano de 2004 [12]. 
Existem actualmente duas tecnologias associadas à construção de painéis reforçados 
de alumínio que estão em expansão: a produção de painéis com reforço incluído, ISP 
(integrally stiffened panels) e a soldadura por fricção, FSW (friction stir welding), esta 
última usada para a obtenção de estruturas reforçadas a partir de constituintes mais básicos. 
A tecnologia de obtenção de ISP foi possibilitada por avanços na tecnologia de 
extrusão. Esses avanços permitem a produção de painéis com um ou mais reforços, 
possibilitando assim o pré-fabrico de grandes secções modulares que são depois montadas 
[13]. Este tipo de estrutura surge em substituição da ligação do reforço à placa através de 
rebites ou soldadura, com vantagens ao nível da redução do tempo de mão-de-obra e do 
peso da estrutura final. Os ISP oferecem ainda maior resistência à corrosão, relativamente as 
ligações rebitadas, e menos distorções, relativamente às ligações soldadas. Algumas das 
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Figura 3. Secções transversais comuns em ISP. 
A soldadura por fricção é um processo que consiste na união de duas superfícies por 
acção de uma ferramenta rotativa de acordo com o representado na Figura 4.  
 
 
Figura 4. Representação esquemática do processo de soldadura por fricção (FSW). 
O calor gerado pelo rebordo da ferramenta, e em menor grau pelo pino roscado da 
mesma, vão amaciar o material na zona da união. À medida que a ferramenta se desloca ao 
longo da união ocorre uma deformação plástica significativa e ocorre um fluxo de material 
plastificado do bordo de ataque da ferramenta para o bordo de fuga, onde é forçado a 
entrar na zona de união entre as peças [14]. Embora esta tecnologia pressuponha algumas 
exigências técnicas, tem como enorme vantagem a diminuição da zona afectada pelo calor 
(ZAC) relativamente a outros métodos de soldadura, nomeadamente a soldadura MIG. A 
ZAC corresponde a uma zona em que as propriedades mecânicas do material são afectadas 
por acção do calor, ocorrendo diminuição da dureza e tensão limite de elasticidade. Ensaios 
efectuados por Ronning et al. [15] mostram que a largura da ZAC, medida a partir do 
centro da união, pode ser reduzida para aproximadamente metade, usando a soldadura por 
fricção em lugar da soldadura MIG. Estes autores mostram ainda que na soldadura por 
fricção a diminuição das propriedades mecânicas do material na ZAC não é tão 
significativa.  
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1.2. Objectivos 
O principal objectivo do presente trabalho é o desenvolvimento de ferramentas 
computacionais, baseadas em técnicas numéricas, aplicáveis ao estudo de painéis reforçados. 
Inicialmente, pretendem desenvolver-se modelos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) 
que permitam simular o comportamento obtido em ensaios experimentais por parte painéis 
reforçados de alumínio sujeitos a cargas de compressão longitudinal. Serão testados vários 
elementos do tipo casca e sólidos, bem como diferentes densidades de malha, de forma a 
obter uma boa combinação do tipo de elemento e refinamento de malha em relação ao 
tempo de computação. Pretende-se também estudar a influência de factores geométricos e 
mecânicos nos resultados finais, como a geometria e magnitude das imperfeições iniciais, e a 
existência de uma zona afectada pelo calor (ZAC) provocada pelo processo de soldadura. 
Os resultados obtidos serão validados com dados experimentais. Por fim, e com o objectivo 
de obter painéis com menor massa, serão efectuadas optimizações estruturais de painéis 
reforçados com diferentes geometrias de secção transversal  
1.3. Guia de leitura 
O presente trabalho encontra-se dividido em seis capítulos, cujo conteúdo é exposto de 
forma sucinta de seguida. 
No Capítulo 1 são apresentados alguns conceitos básicos relacionados com os painéis 
reforçados em alumínio, sendo também descritos os objectivos do presente trabalho. 
No Capítulo 2 são descritos os métodos analíticos e empíricos que podem ser usados 
no cálculo da carga crítica de painéis reforçados em alumínio, estando incluída uma 
apresentação sucinta de exemplos de software comercial vocacionado para este cálculo. 
No Capítulo 3 são descritos métodos computacionais e aspectos relacionados com o 
uso do Método dos Elementos Finitos (MEF) na análise de painéis reforçados de alumínio 
sujeitos a forças de compressão. É introduzido o conceito de optimização com base no MEF 
e apresentado o algoritmo de optimização HDEPSO (hydrid differencial evolution particle 
swarm optimization), utilizado no presente trabalho. 
No Capítulo 4 são descritos os ensaios experimentais em que se baseiam as análises de 
sensibilidade efectuadas, bem como os modelos utilizados para o MEF. São também 
apresentados os resultados das análises de sensibilidade ao tipo de elemento finito, 
refinamento de malha, tipo e magnitude das imperfeições iniciais, e os efeitos da existência 
de uma zona afectada pelo calor resultante do processo de soldadura. 
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No Capítulo 5 são apresentados os modelos usados no processo de optimização 
estrutural, e apresentados e discutidos os resultados da mesma. 
No Capítulo 6 são apresentadas as conclusões do presente trabalho e feitas sugestões 
para trabalhos futuros. 
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Capítulo 2  
Métodos analíticos e empíricos para o cálculo 
da carga crítica 
Existem diversos métodos analíticos e empíricos que permitem fazer a previsão da carga 
crítica de painéis reforçados em ligas de alumínio sujeitos a forças de compressão. Neste 
capítulo, alguns desses métodos são apresentados de forma resumida, de modo a mostrar os 
seus princípios básicos bem como as principais variáveis com influência no comportamento 
dos painéis. De seguida são apresentados quatro métodos baseados em equações que 
permitem o cálculo manual, dois métodos relativos a códigos para engenharia e três 
programas para computador baseados essencialmente em equações analíticas e empíricas. 
2.1. Método de Herzog 
Neste método, desenvolvido por Herzog [16], é proposta uma equação baseada na regressão 
estatística dos resultados de testes realizados em 215 painéis reforçados em aço. O critério 
pôde posteriormente ser adaptado ao alumínio. A tensão crítica, que no âmbito do presente 
trabalho designa a tensão máxima suportada pelo painel () pode ser obtida basicamente 
através da equação 
 = 0.5 + 0.5 	1 − 2, (1) 
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em que  é a tensão limite de elasticidade e  é o índice de esbeltez, dado por 




em que  é o comprimento da placa,  é o raio de giração da secção transversal da placa,   
corresponde ao módulo de elasticidade do material da placa. O valor do índice de esbeltez 
deve situar-se na gama  ≤ 2. 
 A equação (1) deve ser multiplicada pelo factor , 




sempre que / > 45, em que  é a largura da placa e  é a sua espessura. 
A aplicação deste método a painéis de alumínio implica ainda o cálculo de um valor 
de / equivalente, para que  !"# =  ç%, com , o índice de esbeltez da placa, dado pela 
equação 
 =     . (4) 
O valor de / equivalente obtido através da equação 
	 ç% = 	 !"# 





2.2. Método de Paik e Thayamballi 
Uma outra equação empírica baseada na regressão, com base em resultados obtidos para 
painéis reforçados de aço, foi apresentada por Paik e Thayamballi [17]. Esta não pretende 
ter em conta dados muito específicos do painel, constituindo um método simples que 
permite obter rapidamente uma estimativa da carga crítica, que pode ser obtida através da 
equação  = 1&0.995 + 0.936** + 0.170** + 0.188,- − 0.067**. ≤ 1** (6) 
em que  e  são dados pelas equações (2) e (4), respectivamente. 
Este método, embora possa ser usado para painéis de alumínio utilizando os valores 
de tensão limite de elasticidade adequados, exige que se tenha em conta que os coeficientes 
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da equação anterior foram obtidos para painéis de aço. Assim os resultados obtidos para 
painéis de alumínio poderão não ser muito exactos. 
2.3. Método de Paik e Duran 
Uma melhoria do método desenvolvido por Paik e Thayamballi [17] para os aços foi levada 
a cabo por Paik et al. [18]. Os autores apresentaram uma equação com novos coeficientes 
específicos para painéis em alumínio simplesmente apoiados em todos os lados. A nova 
equação foi desenvolvida com base numa análise exclusivamente conduzida através do 
MEF, realizada no programa ANSYS, usando um material com as propriedades da liga de 
alumínio 5083-H116. A equação final para a tensão crítica, obtida por regressão, é dada 
por 
/0 = 1&12 + 1,′- + 14,′- + 1.,′′- + 15,′-. ≤ 1,′- , (7) 
sendo os coeficientes 12, 1, 14, 1. e 15 dados em função da magnitude das imperfeições 
iniciais (de acordo com a Tabela 1) e ′, o índice equivalente de esbeltez do reforço, dado 
por 




em que /0 é a tensão limite de elasticidade equivalente, dada por 




A variável 78 da equação (9) é dada por, 




em que ._A corresponde à tensão limite de elasticidade pelo método de compensação de 
0.2 % do material base da placa, ._BCD_A é a tensão limite de elasticidade pelo método de 
compensação de 0.2% do material da ZAC na placa, ._E é a tensão limite de elasticidade 
pelo método de compensação de 0.2 % do material base do reforço e ._BCD_E é a tensão 
limite de elasticidade pelo método de compensação de 0.2 % do material da ZAC do 
reforço. O significado das restantes variáveis das equações (9) e (10) está indicado na Figura 
5, onde a zona a cinzento representa a ZAC. 
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Figura 5. Zona afectada pelo calor (ZAC) na região de contacto com o reforço, nomenclatura usada 
no método de Paik e Duran [19]. 
Ainda relativamente à equação (7), 6, o índice equivalente de esbeltez da placa, é 
dado pela equação 




na qual a tensão limite de elasticidade equivalente é definida como sendo igual a 




A variável 7> por sua vez é dada por 
7> = = − 2′′′′6>′?′= − 2′6>?._A + 2G′6>= − 2′6>?′6>H._BCD (13) 
e 6> corresponde à largura da ZAC, tal como representado na Figura 6 . 
 
 
Figura 6. Zona afectada pelo calor (ZAC) na zona periférica da placa e nomenclatura usada no 
método de Paik e Duran (vista superior da placa) [19]. 
Esta metodologia é especialmente vocacionada para painéis em que o reforço é adicionado à 
placa através de soldadura, já que permite ter em consideração a ZAC relativa a esse 
processo de construção. Tratando-se de uma metodologia baseada nas propriedades de 
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alumínios da série 5000, a sua aplicabilidade a alumínios de outras séries poderá conduzir à 
obtenção de resultados pouco fiáveis [10]. 
Tabela 1. Coeficientes dependentes do nível da de deflexão inicial da placa [1]. 
Coeficiente Ligeiro Médio Severo 12 0.878 1.038 1.157 1 0.191 1.099 2.297 14 0.106 0.093 0.152 1. -0.017 -0.047 -0.138 15 1.30 1.648 3.684 
 
2.4. Método de Euler-Johnson 
O método analítico-empírico de Euler-Johnson tem a sua maior aplicabilidade na indústria 
aeronáutica e pode ser encontrado em bibliografia vocacionada para o projecto de 
estruturas de aviões [8], sendo ainda muito usado nos dias de hoje. A sua aplicação baseia-
se na utilização de um de dois modelos: Euler ou Johnson.  
O método assume que se a placa tiver os reforços muito espaçados, vai encurvar de 
acordo com a equação de Euler para uma viga-barra, sendo a tensão de encurvadura é dada 
por [20], 
I = 	/′  , (14) 
em que /′ é o comprimento equivalente da placa, dado por  
/6 = J . (15) 
O coeficiente J é correspondente a um factor que varia em função do modo de fixação das 
extremidades sujeitas a carregamento, assumindo os seguintes valores: 
• 1, para placas com as duas extremidades simplesmente apoiadas; 
• 2, para placas com as duas extremidades encastradas e 
• 1.4, para placas com uma extremidade simplesmente apoiada e outra encastrada.  
Para placas com reforços pouco espaçados aplica-se outra relação, baseada na 
equação (17) para placas simples. Assim a tensão critica é dada por, 
 
12 2.Métodos analíticos e empíricos para o cálculo da carga crítica
 
Dissertação de Mestrado Rui Miguel Ferreira Paulo 
 
 = K  I      LJ  I ≤ 0.5MNO>MNO> P1 − QRSTU.QV W      LJ  I > 0.5MNO>  *, (16) 
 
em que MNO> é dado pela equação  
MNO> = X12,1 − Y- 	 , (17)  
em que Y é o coeficiente de Poisson e  X é uma constante relacionada com as condições de 
fixação, cujo valor pode ser encontrada na bibliografia de referência [8]. Esta equação surge 
no trabalho de vários autores como, por exemplo, Paik et al. [1], Murphy et al. [21], Veen 
et al. [10], Niu [8] e Wang [9] associada à previsão da carga crítica em placas simples ou 
reforçadas. 
Ambos os ramos da equação (16) incluem um factor que permite contabilizar o modo 
de fixação da placa. Niu [8] apresenta factores correctivos e cálculos adicionais para incluir 
efeitos decorrentes da plasticidade, fazer ajustes relativos a geometria e forma do reforço, 
entre outros. No trabalho de Venn et al. [20] é apresentada uma implementação especial do 
método de Euler-Jonhson, mas segundo esses autores, a previsão dada pelos resultados 
obtidos não é totalmente satisfatória. 
2.5. U.S. Aluminium Association Specifications 
Estas especificações fazem parte do Aluminium Design Manual [22] e foram publicadas pela 
U.S. Aluminium Association, sendo um método concebido essencialmente para projectos de 
engenharia civil. Não existe uma referência directa aos painéis reforçados sob cargas de 
compressão, sendo estes casos tratados como uma série de colunas idênticas, cada uma delas 
constituída por uma placa simples e um reforço [1]. A resistência da placa reforçada é dada 
pela mais baixa de três forças: força de encurvadura global, média ponderada da força de 
encurvadura dos vários elementos que constituem a placa reforçada ou força obtida por 
interacção da encurvadura local e encurvadura global. A presença da ZAC apenas pode ser 
incluída no cálculo da encurvadura global [10]. 
2.6. Eurocódigo 9 
O Eurocódigo 9 [23] considera dois tipos de modo de falha para determinar a tensão crítica 
de placas reforçadas sujeitas a compressão: esmagamento ou encurvadura global. O efeito 
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da encurvadura local e do efeito das ZAC pode ser contabilizado através da redução da 
espessura nos elementos afectados antes de determinar a força de esmagamento ou de 
encurvadura global, obtendo-se a espessura efectiva. Quando existe simultaneamente 
encurvadura local e efeitos de soldadura, num mesmo elemento, apenas se considera a maior 
redução de espessura resultante de um desses efeitos.  
Depois de efectuada a redução de espessura dos elementos, a tensão de esmagamento 
é calculada com base na área efectiva da secção transversal da placa, e a tensão de 
encurvadura usando as propriedades efectivas do painel analisando-o como uma coluna [1]. 
2.7. Software vocacionado 
Existem no mercado diversos programas vocacionados ao cálculo da carga limite de placas 
reforçadas. Na bibliografia consultada encontraram-se referência a três programas: DNV 
PULS, ALPS/ULSAP e Hypersizer. Os dois primeiros são mais direccionados a aplicações 
marítimas, como navios e estruturas off-shore [1], enquanto o Hypersizer tem um âmbito de 
aplicação mais generalista. 
2.7.1. DNV PULS 
O DNV PULS é um programa computacional, adoptado pela DNV (Det Norske Veritas), 
uma fundação Norueguesa para certificação, garantia de segurança e salvaguarda do 
ambiente em diversas áreas da indústria, nomeadamente a naval [24]. Dentro da aplicação a 
que se destina, trata-se de um programa relativamente generalista, permitindo à partida 
todos tipos de placas reforçadas e diferentes combinações de cargas aplicadas. O modelo 
usado é baseado na versão ortotrópica da teoria não linear de Marguerre (placas 
moderadamente espessas). Por esse motivo este modelo é teoricamente mais consistente que 
outras formulações que se baseiam em métodos empíricos, limitados por um número 
limitado de resultados experimentais e numéricos. No entanto, este software fornece 
previsões pouco fiáveis para painéis da indústria aeronáutica [1].  
2.7.2. ALPS/ULSAP 
O programa ALPS/ULSAP foi desenvolvido por Jeam Kee Paik, autor de diversos artigos no 
âmbito do comportamento de painéis reforçados, e que são referenciados ao longo do 
presente trabalho. Permite uma rápida e exacta previsão da encurvadura e tensão crítica de 
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painéis reforçados de aço e alumínio. O programa possibilita ainda o cálculo considerando 
diversos cenários em termos das cargas aplicadas. Os efeitos das imperfeições iniciais, de 
tensões residuais derivadas do efeito de soldadura e da existência de ZAC, podem ser 
também considerados nos cálculos efectuados [1]. Os detalhes do método e teoria em que se 
baseia este software podem ser encontrados nos trabalhos de Paik et al. [25,26], sendo a 
exactidão dos resultados obtidos analisada também por Paik et al. [1,27] por comparação 
com resultados experimentais e com outros métodos de análise, nomeadamente com o MEF.  
Na maioria dos casos, os resultados obtidos aproximam-se dos experimentais, estando 
o resultado experimental contido no intervalo dado pelos resultados para imperfeições 
médias e para imperfeições severas, em painéis usados na industria naval. Contudo, quer 
este programa quer o DNV PULS apresentam resultados muito afastados dos experimentais 
(mais de 45% de diferença) para painéis da indústria aeronáutica [1].  
2.7.3. Hypersizer 
O programa Hypersizer foi inicialmente desenvolvido pela NASA, estando actualmente a ser 
optimizado pela Collier Research Corporation, que o transformou num produto comercial 
utilizado por empresas em todo o mundo como, por exemplo, a Boeing e a Bombardier. 
Este programa continua ainda a ser usado pela NASA no desenvolvimento do programa 
aeroespacial [28].  
O Hypersizer vocacionado para a utilização em diversos tipos de indústrias como a 
aeroespacial, a aeronáutica, a naval, a ferroviária de alta velocidade e a de produção de 
geradores eólicos. Permite a concepção, análise e optimização de estruturas de paredes finas 
metálicas ou construídas em materiais compósitos, desde placas reforçadas, a estruturas 
complexas tais como, por exemplo, uma aeronave completa. As principais vantagens deste 
programa prendem-se com o facto de integrar um programa de desenho (CAD) e uma 
ferramenta de análise e optimização num só produto, permitindo assim uma poupança 
significativa em termos de tempo em cálculo, re-concepção e re-discritização de modelos.  
O método implementado no Hypersizer é apresentado por Collier et al. [29,30] e 
inclui cálculos analíticos e simulação numérica obtida pelo MEF, simultaneamente. Na 
referência [30] é verificada a boa precisão dos resultados obtidos, quer para o ponto de 
bifurcação, quer para a carga crítica em placas simples, quando comparados com resultados 
obtidos pelo MEF através do programa Abaqus. 
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Capítulo 3  
Método dos elementos finitos no estudo de 
placas reforçadas 
O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico que permite a análise e 
resolução de problemas científicos e de engenharia [31,32]. Pode ser aplicado em várias 
áreas incluindo a análise estrutural, transferência de calor, processos electromagnéticos, 
comportamento de fluidos, entre outros. 
Este método envolve a discretização do um corpo a analisar em partes mais pequenas, 
designadas por elementos finitos. Esses elementos vão estar unidos por nós. Deste modo é 
possível, em vez de resolver o problema para o corpo inteiro numa operação, formular 
equações para cada um dos elementos finitos e combiná-las de modo a obter a solução para 
todo o meio em análise [33]. 
O MEF tem vindo a ser utilizado frequentemente para o estudo de painéis reforçados. 
As soluções analíticas e empíricas, embora fornecendo boas previsões em alguns casos, são 
demasiadamente específicas relativamente às condições em que podem ser aplicadas. A 
grande variedade de geometrias, materiais, processos de ligação, condições de fronteira, 
entre outros, torna difícil a obtenção de um método analítico ou empírico universal. Assim 
o recurso ao MEF é uma ferramenta poderosa no estudo destas estruturas, já que permite 
reproduzir praticamente todo o tipo de problemas, tendo como principal desvantagem 
implicar um elevado tempo de implementação e de cálculo.  
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Os resultados obtidos por este método, em comparação com dados experimentais, 
apresentam uma exactidão superior aos métodos apresentados no Capítulo 2, à excepção do 
programa Hypersizer (este mesmo também baseado no MEF) [1]. Os resultados obtidos 
pelo MEF podem ainda servir de base ao desenvolvimento de métodos empíricos e 
estratégias de projecto. Neste âmbito, o MEF foi usado por Paik et al. [18] no 
desenvolvimento do método apresentado na secção 2.3.  
 Para a implementação do MEF é fundamental a análise e criteriosa escolha de 
diversos parâmetros como, por exemplo, o tipo de elemento, tipo de malha, geometria e 
magnitude das imperfeições iniciais a introduzir no modelo, definição das condições de 
fronteira, estratégias de resolução do problema, para a obtenção de resultados exactos. 
Alguns desses parâmetros vão ser seguidamente abordados. 
O programa usado em todas as análises no decorrer do presente trabalho foi o 
Abaqus versão 6.5, tendo sido usado o módulo Abaqus/Standard como ferramenta de 
análise e o módulo CAE no pré e pós processamento. Este software é comercializado pela 
Simulia, uma empresa do grupo Dassault Systems SA. 
3.1. Tipos de elementos finitos e modelos computacionais 
A escolha do tipo de elemento finito bem e do nível de refinamento da malha a utilizar são 
factores decisivos para a obtenção de resultados exactos. A informação apresentada de 
seguida diz respeito a alguns trabalhos com base no MEF, quando aplicado ao 
comportamento de painéis reforçados de alumínio sujeitos a forças de compressão. Pretende 
dar-se uma visão global do tipo de programas e modelos que têm sido usados recentemente, 
bem como apresentar as conclusões dos respectivos autores em relação às prestações dos 
seus modelos. Na Tabela 2 são apresentados os resultados dessa pesquisa relativamente aos 
aspectos mais relevantes. 
Da bibliografia consultada destaca-se o trabalho de Rigo et al. [34] cujo objectivo 
foi a comparação de resultados obtidos a partir de diversos programas, elementos e 
refinamentos de malha, para um mesmo painel reforçado. Em jeito de conclusão é 
mencionado que para o painel estudado, do tipo 5 por 3 (ver rodapé 2 da Tabela 2), são 
necessários cerca de 8000 elementos do tipo casca, de 4 nós, para ter precisão no cálculo da 
carga limite e cerca de 12000 elementos do mesmo tipo para o comportamento pós-colapso 
ser bem definido. Tal corresponde aproximadamente a 534 e 800 elementos finitos, 
respectivamente, no que se refere a cada secção individual (ver rodapé 1 da Tabela 2). 
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Abaqus I 3 por 1 S4R 1344 448 Zha et al. [35] 
MSC 
Marc 
L 5 por 3 Shell 8520 568 
Lehmann–
Catalin [34] 
ANSYS L 5 por 3 Shell43 6588, 13656 440, 910 
Philippe–Radu 
[34] 
ANSYS L 5 por 3 Shell43 10320 688 
Pasqualino–
Estefen [34] 
ANSYS L 5 por 3 Shell43 1866, 7150, 12292 124, 477, 819 Wan [34] 
ULSAS L 5 por 3 
Shell 4160, 8880, 14400 277, 592, 963 
Yao [34] Beam (na zona 
superior reforço) 
480, 480, 980 32, 32, 64 
LS-
DYNA 
L 5 por 3 Shell --- --- Bo–Ulrik [34] 
Abaqus L3) 
Individual  S8R5 
9 nós por cada meia 
curva 
9 nós por cada 
meia curva 
Lynch el al. 
[36] 5 por 
1/2,1,1/2 
S8R5, S4R 







Murphy et al. 
[21] 
ANSYS T 19 por 1 Shell 20900 1100 Paik et al. [37] 














Yoon at al. 
[39] 

















Caseiro et al. 
[41] 
1) - cada secção individual é constituída pela placa e um único reforço longitudinal 
2) - número de secções individuais dispostas lateralmente e ao longo do comprimento no mesmo painel 
3) - tipo particular de reforço em L em que a zona superior do reforço tem uma secção circular 
 
Os estudos de convergência de malha efectuados por Lynch et al. [36], recorrendo 
ao Abaqus, indicam que deve ser utilizado um refinamento de malha que corresponda a 9 
nós por cada meio comprimento de curva formada (encurvadura local), aquando do 
carregamento, ou seja, 4 elementos do tipo quadrático (S8R5) ou 8 do tipo linear (S4R), que 
foram os elementos analisados. É ainda aconselhado o uso de elementos com funções de 
forma lineares (4 nós) em modelos mais complexos, já que o cálculo computacional é mais 
rápido, sendo obtidos resultados satisfatórios sem problemas de convergência. 
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No trabalho de Yonn et al. [39] são testados 3 tipos de elementos sólidos 
hexaédricos de 8 nós, disponíveis na biblioteca do Abaqus, em simulações com placas 
simples. Apenas os elementos C3D8I apresentam resultados satisfatórios, com um erro de 
0.113% em relação a um cálculo analítico efectuado a partir da equação (17). Os modelos 
com elementos do tipo C3D8 e C3D8R levaram a resultados com níveis de erro superior a 
1600%, revelando-se por isso inadequados a este tipo de análise. No âmbito do presente 
trabalho, o modelo com elementos finitos 3D implementado nas análises pelo MEF, foi por 
isso constituído por elementos do tipo C3D8I. Estes elementos são caracterizados por serem 
elementos hexaédricos de 8 nós com uma formulação baseada em modos incompatíveis de 
deformação [42]. 
No trabalho de Caseiro et al. [41]  é feita uma análise comparativa entre dois 
modelos de um painel de secção individual com reforço em T, apenas com diferentes 
densidades de malha usando elementos sólidos C3D8I do Abaqus. O modelo com 5800 
elementos teve resultados muito semelhantes aos obtidos com o modelo com 15600 
elementos, quer na determinação do ponto crítico, quer no comportamento pós-colapso. O 
modelo com menor refinamento de malha foi usado num processo de optimização do perfil 
da secção transversal com o objectivo de obter uma estrutura com menor peso e 
comportamento mecânico superior.  
Os elementos do tipo casca adequam-se a estruturas em que uma das dimensões é 
substancialmente inferior às restantes, como acontece nos painéis reforçados. Estes 
constituem assim uma alternativa à utilização de elementos tridimensionais, apresentando 
vantagens, quer em termos de implementação, quer em esforço computacional [32].  
Os elementos finitos do tipo casca mais usados em modelos de painéis reforçados 
apresentam 4 ou 8 nós, com distribuição conforme representado na Figura 7. As funções de 
forma são apresentadas na mesma figura, tratando-se de funções lineares ao longo das 
arestas nos elementos de 4 nós e funções quadráticas ao longo das arestas dos elementos de 
8 nós. Nestes últimos, entre nós situados a meio de arestas opostas (nós 2 e 6, 4 e 8), a 
função de forma é linear. 
A integração nos elementos do tipo casca pode ser completa ou reduzida, neste 
último caso com menor número de pontos de integração e vantagens ao nível do tempo de 
cálculo. A distribuição dos pontos de integração, nos elementos que irão ser usados no 
presente trabalho, está representada na Figura 8. 
Nos trabalhos consultados, dois tipos de elementos foram usados no programa 
ANSYS: Shell43 e Shell181. Ambos os elementos finitos têm 4 nós com 6 graus de liberdade 
e podem ser usados em análises com não-linearidades geométricas e de material, sendo o 
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primeiro tipo adequado a placas moderadamente espessas e o segundo tipo a placas 
moderadamente espessas e finas. Os elementos finitos do tipo Shell181, que apresentam 
integração reduzida por defeito, são recomendados quando não for obtida convergência de 















Figura 7. Representação esquemática de elementos do tipo casca (a) de 4 nós e (b) 8 nós, bem como 





    
Elemento de 4 nós 
com integração completa 
 Elemento de 4 nós com 
integração reduzida 
 Elemento de 8 nós com 
integração reduzida 
 
Figura 8. Representação esquemática da localização dos pontos de integração em elementos tipo 
casca com 4 e 8 nós [42]. 
Nos modelos criados no presente trabalho foram testados quatro formulações 
distintas de  elementos do tipo casca disponíveis pelo Abaqus: 
• S4 - elemento de 4 nós com integração completa; 
• S4R - elemento de 4 nós com integração reduzida; 
• S8R - elemento de 8 nós com integração reduzida; 
• S8R5 - elemento de 8 nós com integração reduzida e 5 graus de liberdade por nó. 
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Em todos os elementos mencionados, à excepção do S8R5, os nós tem 6 graus de 
liberdade. A formulação para o elemento de 8 nós, incluindo integração completa, não está 
disponível no Abaqus [42]. 
3.2. Método de Riks 
O método de Riks é normalmente utilizado para prever a falha de estruturas instáveis 
incluindo não-linearidade geométrica (grandes deslocamentos, instabilidade). Este pode 
incluir propriedades não lineares de materiais e condições de fronteira. Para um sistema 
conservativo, a alteração da energia potencial total (ΔΠ) face a variações admissíveis (\u) do 
deslocamento (u) podem ser escritas na forma 
ΔΠ,u, \u- = ^Π^_O ^_O + 12 ^Π^_O^_` ^_O^_` +  …  . (18) 
A variação do segundo termo deve ser positiva para um sistema estável, uma condição 
que pode ser escrita como sendo 
^Π^_O^_` ^_O^_` = bO`^_O^_` > 0 , (19) 
onde bO` representa a componente ,c, d- da matriz de rigidez tangente b. Portanto, o 
limite da estabilidade é atingido quando a matriz  b deixa de ser definida positiva, ou seja, 
quando 
eJfbg = 0 (20) 
O determinante presente na equação anterior pode mudar de sinal abruptamente, 
entre incrementos, durante uma análise implícita. O chamado ponto de bifurcação é, 
portanto, encontrado realizando monitorizações a cada valor dos termos da diagonal da 
matriz de rigidez. A solução fornecida pelo software depois do ponto de bifurcação não 
deve ser considerada como o ramo principal, mas sim como o ramo secundário. Na maioria 
dos problemas com pontos de bifurcação o vector próprio é ortogonal ao ramo primário. 
Consequentemente o incremento do deslocamento nodal ao longo do ramo secundário (_E) 
pode ser considerado simplesmente como sendo 
h_E = ij (21) 
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Na equação (21), o termo i correspondente a um escalar positivo que deve ser 
determinado e o termo j é um vector deslocamento próprio num ponto singular, calculado 
através da igualdade b j = 0 (22) 
Na equação (21), o incremento experimental ,h_E = j) é usado como estimativa 
inicial para o processo incremental de Newton-Raphson, sendo actualizado durante o 
processo iterativo do método [39,42]. 
O método de Riks foi usado, nas análises efectuadas ao longo do presente trabalho, 
através do comando *RIKS no Abaqus. A este comando estão associados, para além de 
critérios de paragem, parâmetros relativos tamanho do incremento inicial, e tamanho 
mínimo e máximo dos incrementos, que tem de ser ajustados de forma a obter convergência 
de resultados. 
3.3. Análise de valores próprios 
A análise de valores próprios é geralmente utilizada para estimar a carga para a qual ocorre 
bifurcação na curva de carregamento da estrutura, isto é, à qual o comportamento do 
modelo se afasta de um comportamento linear (ver Figura 2). Este tipo de análise de 
estabilidade é bastante rápido sob o ponto de vista computacional. Contudo, a sua 
utilização para a determinação da carga crítica só é possível se a resposta da estrutura em 
análise for linear antes do colapso. Se este facto não se verificar, este tipo de análise 
continua a ser útil no estudo de estruturas onde ocorre encurvadura, já que prevê os modos 
de encurvadura que poderão ocorrer. Neste tipo de análise procura-se determinar as cargas 
para as quais, bkljk = 0, (23) 
em que bklé a matriz rigidez tangente quando as cargas são aplicadas e jk é o vector 
deslocamento com as soluções diferentes de zero. 
A sua implementação a nível computacional implica que a equação (23) seja rescrita 
na forma, 
,bkl+ O bmkl-jOk = 0, (24) 
na qual bkl é a matriz rigidez correspondente ao estado base, bmkl é a matriz rigidez 
diferencial relativa à acção das cargas aplicadas,  O são os valores próprios,   jOk são os 
vectores de deslocamento (cada um correspondente à deformada de um modo de 
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encurvadura, n e o são os graus de liberdade do modelo e c é um valor inteiro que se refere 
à ordem dos modos de encurvadura.  
Este tipo de analise está disponível no Abaqus, onde c = 1 corresponde ao valor 
próprio () mais baixo, sendo que os valores de carga aumentam quando o valor de c 
aumenta. O primeiro valor próprio é geralmente aquele que tem mais interesse em ser 
calculado, fornecendo o mais baixo dos valores de carga para o qual se inicia a 
instabilidade. Os vectores jOk são normalizados de forma a que o valor máximo de 
deslocamento seja igual a 1. Se todos os componentes do deslocamento forem zero, a 
máxima rotação é também normalizada para um valor máximo igual a 1.  
A extracção dos valores próprios de um modelo no Abaqus, através do comando 
BUCKLE, pode ser efectuada através de dois métodos associados aos comandos: SUBSPACE 
e LANCZOS, sendo que o segundo é mais rápido na extracção de um elevado número de 
valores próprios (c > 20), sendo a sua utilização no entanto limitada a alguns tipos de 
modelos [42]. 
3.4. Implementação de imperfeições no MEF 
Nos modelos numéricos, bem como na análise experimental, a capacidade de carga dos 
painéis reforçados é afectada pela magnitude e distribuição das imperfeições iniciais. Essas 
imperfeições vão condicionar a encurvadura local e global dos painéis e desta forma 
influenciar o seu comportamento estrutural [21,15]. É por isso importante considerar e 
implementar essas imperfeições nos modelos do MEF para a obtenção de resultados mais 
realistas, sendo que em alguns modelos as imperfeições são fundamentais para originar o 
desequilíbrio das estruturas, originando assim o inicio da encurvadura. 
Na literatura consultada, na sua maioria relacionada com o desempenho de painéis de 
alumínio, surgem essencialmente quatro métodos de incluir as imperfeições geométricas 
iniciais através do deslocamento de nós da malha da sua posição geométrica nominal. Esses 
métodos são os seguintes: 
• método da deformação por acção de pressão; 
• método do uso das deformadas provenientes da análise de valores próprios; 
• método do deslocamento dos nós centrais do painel; 
• método do deslocamento dos nós definido por equações. 
Estes quatro procedimentos são descritos de forma sucinta nos parágrafos a seguir. 
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3.4.1. Método da deformação por acção de pressão 
No método da deformação por acção de pressão é feita inicialmente uma análise linear 
elástica em que é aplicada uma pressão na totalidade da placa na face contrária à que 
contém os reforços. Esta análise é repetida e, pelo método da tentativa e erro, é calibrada a 
magnitude da pressão aplicada, até o valor de deflexão máxima (wmax) na placa atingir  
valor pretendido [40]. Esse procedimento está representado na Figura 9 para um painel com 
reforços longitudinais e transversais. 
 
 
Figura 9. Procedimento para gerar as imperfeições iniciais por acção de pressão [38]. 
 
Uma vez satisfeita a condição definida para o valor da deflexão inicial máxima, a 
posição dos nós é introduzida na configuração do novo modelo de elementos finitos. Desta 
forma, as imperfeições são puramente geométricas, não sendo introduzidas tensões no 
modelo inicial [34]. O valor de deflexão máxima a utilizar em cada caso foi estudado por 
Smith et al. [44] e Varguese et al. [45], entre outros. 
Este método é usado no trabalho de Rigo et al. [34] para comparar a prestação de 
diversos programas na análise de problemas de compressão de painéis reforçado sujeitos a 
forças de compressão axial. É também usado por Khedmati et al. [38,40] na análise de 
sensibilidade à distribuição da ZAC. A sensibilidade ao aumento da magnitude das 
imperfeições é bastante evidente diminuindo, a resistência global dos painéis [34,38]. 
3.4.2. Método do uso das deformadas provenientes da análise de valores próprios 
Este método implica efectuar previamente uma análise de valores próprios ao modelo do 
painel ou placa a testar. Dessa análise obtêm-se vários modos de encurvadura que podem 
ser depois aplicados como imperfeições ao modelo inicial, com base numa magnitude 
determinada.  
No manual do programa Abaqus [42] é sugerida a aplicação desta metodologia 
sempre que não estejam disponíveis os valores reais da imperfeição inicial. O Abaqus 
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permite utilizar directamente o ficheiro obtido da análise de valores próprios e aplicar um 
ou mais modos de encurvadura, com diferentes valores de magnitude, o que torna o 
processo bastante simples e rápido. 
No trabalho desenvolvido por Lynch et al. [36] este processo é usado para introduzir 
imperfeições no modelo estudado. Estes investigadores aplicaram em cada modelo uma 
imperfeição inicial correspondente ao modo fundamental de encurvadura obtido da análise 
de valores próprios, adoptando uma magnitude correspondente a 10% da espessura da 
placa dos painéis. 
3.4.3. Método do deslocamento dos nós da secção transversal média do painel  
Yoon et al. [39] e mais tarde Caseiro et al. [41] recorreram a um método bastante simples 
para aplicar a imperfeição inicial aos painéis estudados com base no MEF. A sua 
metodologia consistiu simplesmente em mover os nós situados na secção transversal média 
do painel no sentido do reforço, tal como está representado na Figura 10, permitindo assim 
criar um defeito inicial que induz o desenvolvimento de encurvadura. Em ambos os 
trabalhos foi usada uma imperfeição com uma magnitude de p/1000, sendo p o 
comprimento do painel. Esta imperfeição revelou-se suficiente para o objectivo de iniciar a 
encurvadura. 
 
Figura 10. Detalhes da aplicação da imperfeição inicial por deslocamento dos nós da secção 
transversal média [41]. 
3.4.4. Método do deslocamento dos nós definido por equações 
Alguns autores, nomeadamente Paik et al. [37] e Zhang e Khan [46], aplicaram as 
deformações iniciais nos seus modelos de elementos finitos usando equações que definem o 
deslocamento dos nós ao longo do painel, o primeiro em painéis de alumínio e o segundo 
em painéis de aço. No trabalho de Zhang e Khan [46] as imperfeições consideradas estão 
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relacionadas com quatro tipos de modos de encurvadura, conforme representado na Figura 
11. Esses modos são: encurvadura global da placa (wg), encurvadura local da placa (wp), 
encurvadura global do reforço (ws) e encurvadura local do reforço (ww). As equações que 
definem o deslocamento dos nós estão definidas na mesma figura. 
 
 
Figura 11. Representação esquemática das imperfeições implementadas através de equações [46]. 
Após terem sido descritas as metodologias de introdução das imperfeições nos 
modelos de elementos finitos, na secção seguinte será descrita de forma sumária o algoritmo 
usado no processo de optimização descrito no capítulo 5. 
 
3.5. Optimização baseada no método de elementos finitos 
Alguns problemas de engenharia podem traduzir-se através de uma função objectivo, sendo 
o propósito da optimização a redução dessa função através de um método específico. Esses 
métodos podem ser classificados de acordo com a sua origem em métodos clássicos, 
métodos evolucionários e métodos baseados em comportamento de animais. 
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Os métodos clássicos são baseados no gradiente. Nestes a direcção e dimensão do 
passo são calculadas a partir do declive da função objectivo. Apesar de necessitarem tempos 
de computação reduzidos, estes métodos podem convergir prematuramente ou ficar 
estagnados em mínimos locais. Os métodos de Newton e de Levenberg- Marquardt são 
exemplos de metodologias clássicas de optimização.  
Os métodos evolucionários são baseados na teoria de evolução biológica. Estes 
recorrem, geralmente, a uma população de partículas em que cada uma delas representa 
uma solução possível. Apresentam uma grande flexibilidade na modelação de problemas de 
engenharia, embora os tempos de computação sejam comparativamente superiores a outros 
métodos. Nesta categoria podemos considerar os Algoritmos Genéticos e de Evolução 
Diferencial.  
Nos algoritmos baseados no comportamento de animais, uma população de partículas 
é criada no domínio do problema. Cada uma dessas partículas move-se no domínio através 
da partilha de informação com as restantes partículas da população. O Algoritmo de 
Optimização por Bandos de Partículas e Optimização com Colónias de Formigas são 
exemplos de algoritmos baseados no comportamento de animais [47]. 
O processo de optimização de painéis reforçados permite, no caso estudado no 
presente trabalho, a obtenção de estruturas com capacidade de suportar determinados tipos 
de esforços e um mínimo de peso, permitindo a redução do material utilizado. Em painéis 
usados em estruturas móveis como aviões e navios, essa redução de peso conduz a uma 
poupança de combustível e melhores prestações do veículo.  
A utilização de um algoritmo de optimização em conjunto com um programa de 
simulação pelo MEF, implica a utilização de uma interface que permita a troca de 
informação segundo o esquema apresentado na Figura 12. 
 
Figura 12. Representação esquemática da cooperação entre o algoritmo de optimização e o programa 
de simulação pelo MEF (adaptado de [41]). 
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3.5.1. Algoritmo de optimização HDEPSO 
O HDEPSO (hydrid differencial evolution particle swarm optimization) é um algoritmo 
híbrido baseado nos algoritmos de evolução diferencial e optimização por bando de 
partículas, que pretende incorporar numa só formulação as vantagens dos dois algoritmos 
base. Na Figura 13 está esquematizado o seu funcionamento. Esta abordagem foi 
apresentada inicialmente por Caseiro [47] e usada mais tarde por Caseiro et al. [41] na 
optimização de forma de painéis reforçados de alumínio (reforço em T, I e L) com o 
objectivo de diminuição do seu peso. Foi também o algoritmo utilizado no processo de 




















Figura 13. Representação esquemática do algoritmo HDEPSO [47]. 
Neste algoritmo de evolução foram considerados como parâmetros auto-adaptativos, 
o factor de escala da solução e a probabilidade de cruzamento, sendo também 
implementado um factor de mutação caótico. No algoritmo de optimização por bando de 
partículas foi introduzido um factor de turbulência e um peso inercial crescente. Foi 
considerado um modelo com vizinhanças em anel e implementado um critério de estagnação 
de forma a permitir que o algoritmo consiga explorar novas soluções após ter estagnado. 
Cada uma destas metodologias, bem como os procedimentos par a escolha dos parâmetros 
de optimização, é descrita detalhadamente por Caseiro [47] e por Caseiro et al. [41]. 
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Capítulo 4  
 
Estudo de sensibilidade de painéis reforçados 
Factores como o tipo de elemento, refinamento da malha e o tipo de imperfeição geométrica 
inicial podem afectar a exactidão dos resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos 
(MEF) no estudo de painéis reforçados. No estudo que se apresenta nos pontos seguintes 
pretendeu-se analisar o efeito de cada um desses factores separadamente. As conclusões 
obtidas serão úteis na elaboração de modelos mais fiáveis. 
 A análise efectuada no presente trabalho, através do MEF, tem como base os ensaios 
experimentais apresentados por Aalberg et al. [13] usando perfis com reforço individual 
obtidos por extrusão. Estes testes foram efectuados exactamente para fornecerem 
informação precisa para validação de modelos numéricos, tendo os autores dedicado uma 
especial atenção à caracterização detalhada da geometria dos painéis, montagem 
experimental e na descrição dos resultados obtidos. Os perfis testados foram de dois tipos: 
com reforço em L e com reforço trapezoidal fechado. Ambos são constituídos pela liga de 
alumínio AA6082, sujeitos a um tratamento T6 e unidos longitudinalmente através de 
soldadura para formar um painel completo.  
O estudo dos painéis com reforço trapezoidal fechado tem particular interesse pois 
existe relativamente pouca informação acerca da aplicação do MEF na análise deste tipo de 
perfis. 
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4.1. Ensaios experimentais de referência 
A secção transversal de cada um dos perfis com reforço individual, assim como a secção 
transversal dos painéis completos testados por Aalberg et al. [13], é apresentada na Figura 
14, na qual as dimensões mencionadas são nominais. Foram efectuadas medições em cada 
um dos painéis testados a fim de obter as dimensões reais de algumas zonas. Os resultados 
dessas medições são apresentados na Tabela 3. 
 
Figura 14. Secção transversal dos perfis extrudidos e dos painéis testados (adaptado de [13]). 










 Tensão limite de 
elasticidade (MPa) 
 Medições efectuadas na secção 
transversal (mm) 
 Placa Reforço  t1 t2 t3 s2 h 
Trapezoidal Sim 
E 1020 1400  261 375  3.10 3.06 3.02 42 41.1 
F 995 1400  261 375  3.10 3.06 3.04 42 41.1 
G 995 1400  261 375  3.10 3.06 3.04 42 41.1 
L Sim 
K 1023 1265.5  254 270  4.87 2.97 4.37 14.9 76.5 
L 957 1262.5  265 284  4.85 2.95 4.35 14.8 76.2 
M 957 1262.5  265 284  4.85 2.95 4.35 14.8 76.2 
Trapezoidal Não 
P 998 1400  261 275  3.10 3.06 3.04 42 41.1 
Q 998 1400  261 275  3.10 3.06 3.04 42 41.1 
L Não 
T 957 1262.5  265 284  4.85 2.95 4.35 14.8 76.2 
U 957 1262.5  265 284  4.85 2.95 4.35 14.8 76.2 
 
Os painéis testados foram fabricados pela Hydro Aluminium Maritime usando os 
métodos convencionais de fabrico. Estes painéis destinam-se à produção de ferries de alta 
velocidade do tipo catamarans, sendo produzidos em unidades com 12 metros de 
comprimento. Os perfis do tipo L são unidos por soldadura MIG unilateral criando uma 
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cordão de soldadura com 6.5mm de espessura. Os perfis do tipo trapezoidal fechado são 
soldados por fricção (FSW) [13].  
4.1.1. Condições dos ensaios experimentais 
Na referência [13], o painel a testar foi montado de forma a que sua direcção longitudinal 
se apresentasse na posição vertical, tendo sido aplicada a carga na extremidade superior e 
sido restringido o deslocamento vertical da extremidade inferior do painel. Para ambas as 
tipologias de reforço (trapezoidal e em L) foram efectuados ensaios com as arestas 
longitudinais livres ou simplesmente apoiadas. Na Figura 15 representa-se 
esquematicamente a montagem experimental para os painéis testados com arestas 
longitudinais simplesmente apoiadas. A cada uma das extremidades (superior e inferior) 
foram associadas 5 apoios independentes montados sobre rolamentos. Estes rolamentos 
asseguram a transferência da carga para a placa, permitindo simultaneamente a rotação 
destas extremidades aquando da encurvadura. A distância (d) entre o centro de rotação dos 
rolamentos (c) e a extremidade da placa é de 25 mm para as placas com reforço em L, e de 
20 mm para as placas com reforço trapezoidal fechado. 
 
 
Figura 15. Esquema da montagem experimental para os ensaios com apoio ao longo das arestas 
longitudinais (adaptado de [13]). 
 A utilização de cinco apoios independentes em cada face, cada um deles associado a 
um perfil individual reforçado, constitui uma simplificação de uma face simplesmente 
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apoiada. Esta montagem restringe a rotação em torno da eixo Oy, já que não permite uma 
variação contínua deste movimento. Segundo Alberg et al. [13] a curta distância entre o 
eixo de rotação e o plano central do painel, e a flexibilidade da placa entre reforços, 
resultam em deformações ao longo destas extremidades que são negligenciáveis no 
comportamento global do painel. A resistência provocada pelos rolamentos foi também 
testada, sendo o momento resistente considerado negligenciável nos resultados finais.  
  A rotação na direcção Oz da barra de suporte dos apoios das placas foi permitida na 
face de aplicação do carregamento. Desta forma a superfície de carregamento pode adaptar-
se à placa impedindo a aplicação de forças de torção na placa segundo o eixo Oz. É 
importante salientar que este grau de liberdade pode causar uma distribuição não-uniforme 
da força ao longo da extremidade sujeita a carregamento. Contudo, esta distribuição não-
uniforme deverá ocorrer depois de atingida a carga crítica, quando se começam a 
desenvolver deformações consideráveis, tendo particular relevância nas placas testadas sem 
apoio ao longo das arestas longitudinais [13].  
O apoio utilizado nas arestas longitudinais nos testes com apoio, representado na 
vista A-A da Figura 15, é constituído por uma guia em alumínio na qual a extremidade do 
painel é inserida e fixa com parafusos. Os painéis possuem furos alongados na direcção 
longitudinal (Ox) junto às extremidades, por onde passam os parafusos, permitindo assim 
movimento nesta mesma direcção. A interface entre a guia e o painel é constituída por 
Teflon de forma a reduzir o atrito entre estas partes. As guias estão aparafusadas a uma 
placa de aço com 1 mm de espessura disposta no plano Oxz. Esta placa tem uma largura de 
1500 mm, sendo o comprimento ajustado ao comprimento dos painéis a testar, e restringe o 
movimento das arestas longitudinais na direcção Oz, possibilitando o movimento na 
direcção Oy quando a placa encurva. Relativamente à rotação em torno do eixo Ox, este 
sistema não parece oferecer uma resistência significativa, pelo menos para pequenos ângulos 
de rotação.  
 A carga axial (P) foi aplicada nos painéis com controlo de velocidade, usando uma 
progressão de aproximadamente 1 mm/minuto. A sua magnitude é medida por uma célula 
de carga situada entre o actuador e a barra de suporte das placas.  
 As imperfeições geométricas de cada placa foram medidas na secção transversal 
média (Figura 16), depois da sua colocação no dispositivo de ensaio anteriormente descrito, 
e são apresentadas na Tabela 4.  
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Figura 16. Definição das imperfeições medidas na secção transversal média (adaptado de [13]). 
 








w0,1 w0,2 w0,3 w0,4 w0,5 v0,1 v0,2 v0,3 v0,4 v0,5 
Trap. Sim 
E 0.0 +0.1 +0.2 0.0 0.0      
F +0.5 +0.9 +1.0 +1.0 0.0      
G +0.5 +1.5 +1.2 +1.4 +0.5      
L Sim 
K +0.3 +1.3 +1.5 +1.4 +0.6 0.0 +0.1 0.0 0.0 0.0 
L +0.5 +1.2 +1.5 +1.2 +0.5 +1.0 -0.5 -0.5 0.0 -1.5 
M +0.2 +0.4 +0.5 +0.1 +0.1 0.0 0.0 +0.3 -1.5 -1.0 
Trap. Não 
P +0.1 +0.2 +0.1 +0.2 +0.1      
Q +0.2 +1.5 +1.4 +1.3 +0.8      
L Não 
T +0.3 +0.3 +0.3 +0.4 +0.3 -0.8 -0.2 +0.2 0.0 0.0 
U +1.2 +1.5 +1.5 +1.2 +1.5 +0.8 -0.2 +0.3 +0.3 +1.0 
 
 
Aalberg et al. [13] realizaram testes para uma quantidade elevada de painéis 
semelhantes aos usados nos ensaios experimentais, de forma a determinar as propriedades 
dos materiais que os constituem. Os resultados detalhados destes ensaios experimentais não 
são apresentados detalhadamente pelos autores. Contudo, é referida, para cada um dos 
painéis testados, a tensão limite de elasticidade dos materiais da placa e do reforço, que são 
apresentadas na Tabela 3. Adicionalmente, estes autores apresentam as curvas de tensão-
deformação para os materiais da placa, reforço e zona soldada, reproduzidas na Figura 17, 
não havendo, no entanto, referência a que painel estes resultados são relativos. Para 
informações adicionais acerca do material dos painéis os autores do trabalho experimental 
remetem para o artigo de Triland et al. [48]. 
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Figura 17. Curva tensão-deformação para a liga de alumínio AA6082 (adaptado de [13]). 
4.1.2. Resultados dos ensaios experimentais 
Os resultados experimentais são apresentados detalhadamente por Aalberg et al. [13] sendo 
aqui reproduzidos e posteriormente comparados com os resultados obtidos com recurso ao 
MEF. Na 0 são apresentados os valores da carga crítica para cada um dos painéis bem 
como dados relativos ao modo de encurvadura. As curvas força-deslocamento são 
apresentadas na secção 4.4 juntamente com os resultados da análise de elementos finitos nas 
Figuras 36, 39, 42 e 45.  















E EG/EL - 842.1 
F EG/EL - 859.8 
G EG/EL + 862.9 
L Sim 
K FR - 893.1 
L FR - 899.1 
M FR - 871.6 
Trapezoidal Não P EG/EL - 746.0 
Q EG/EL + 668.0 
L Não T FR - 746.9 
U FR - 718.2 
1) EG-encurvadura global   EL-encurvadura local  FR-falha do reforço 
 
Uma descrição breve descrição do processo de encurvadura em cada uma das quatro 
diferentes situações experimentais é apresentada de seguida. 
 
 
4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados
 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo 
 
Painéis E,F,e G (com reforço trapezoidal fechado com apoi
Em todos os painéis com reforço trapezoidal fechado, apoiados ao longo das arestas 
longitudinais, o colapso foi
todas as imperfeições iniciais tivessem uma direcção positiva no eixo 
encurvaram no sentido negativo. O deslocamento do ponto central do painel E foi 
registado, quando foi atingida a 
w3=-36.3 mm, respectivamente.
Foi observada uma pequena rotação em
carga nos ensaios dos painéis F e G, não ocorrendo qualquer rotação com o painel E.
Nos três painéis ocorreu encurvadura local na face superior do reforço a meio do 
painel. Nos painéis E e F ocorreu a formação d
300 mm, tal como pode ser observado na 
amplitude de aproximadamente 30
nos reforços situados junto às extremidades longitudinais dos painéis. 
Figura 18. Montagem experimental com o painel F no final do ensaio (imagem cedida por Arne 
No painel G, que desenvolveu encurvadura global no sent
formação de encurvadura l




 devido à formação de encurvadura global do painel
Oz
carga crítica e no final do ensaio, sendo w3=
 
 torno do eixo Oz da barra onde é aplicada a 
e 6 a 10 rugas num comprimento de 
Figura 18. Estas rugas um comprimento e uma 




ido positivo, ocorreu 





, os painéis E e F 
-11.2 mm e 
 
36 4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados
 
Dissertação de Mestrado Rui Miguel Ferreira Paulo 
 
larga na zona entre reforços e outra com sentido oposto na zona do reforço, com uma 
largura de 160 e 120 mm, respectivamente, e uma amplitude máxima no final do teste de 
aproximadamente 10 mm. A formação desta encurvadura localizada verificou-se 
imediatamente após a carga crítica ter sido atingida e localizou-se num dos lados do painel 
devido à rotação da barra de aplicação de carga [13]. 
 
 
Figura 19. Painel G no final do ensaio [13]. 
Painéis K, L e M (com reforço em L com apoio longitudinal) 
Todos estes painéis encurvaram globalmente no sentido negativo mostrando um 
comportamento praticamente linear até a carga crítica. É de salientar que o comportamento 
(curva força/deslocamento representada na Figura 42) e carga crítica são muito semelhantes 
neste grupo de painéis. O colapso do painel iniciou-se com a falha dos reforços devido à sua 
encurvadura local acompanhada pela repentina flexão global da placa. Uma vez atingida a 
carga crítica, o deslocamento no centro da placa situou-se entre w3=-2.1 mm e w3=-2.8 mm 
para todos os painéis. Aquando do colapso ocorreu formação de uma única curva com uma 
largura de cerca de 200 mm, que se localizou entre a superfície de carga e a secção central 
dos painéis K (Figura 20) e L, e aproximadamente na secção central no painel M. 
 Em todos os ensaios com este painéis ocorreu rotação em torno do eixo Oz da barra 
de carregamento, aquando do colapso dos reforços, causando uma distribuição não-
uniforme da carga e, consequentemente, uma deformação desigual dos reforços. Nos painéis 
K e M um dos reforços da extremidade permaneceu praticamente direito enquanto que os 
restantes sofreram bastante deformação, conforme se pode observar na Figura 20. No 
painel L todos os reforços sofreram deformação [13]. 
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Figura 20. Painel K no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). 
Painéis P e Q (com reforço trapezoidal fechado sem apoio longitudinal) 
O painel P encurvou globalmente no sentido negativo, tendo ocorrido a formação de 
pequenas rugas na zona superior do reforço perto do ponto de carga crítica (Figura 21). Por 
outro lado o painel Q encurvou globalmente no sentido positivo, tendo ocorrido 
encurvadura localizada na placa (Figura 22). À excepção da encurvadura localizada nas 
extremidades livres, o comportamento destes painéis é muito semelhante ao dos painéis E, F 
e G que apresentavam as arestas longitudinais simplesmente apoiadas. É de salientar que a 
carga crítica do painel P foi significativamente superior à do painel Q. Isto deveu-se ao facto 
de o primeiro apresentar imperfeições iniciais muito reduzidas, que não induziram a 
encurvadura até a carga aplicada ser significativamente elevada.  
Uma vez atingida a carga crítica ocorreu uma ligeira rotação da barra de carga em 
ambos os painéis [13]. 
 
 
Figura 21. Painel P no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). 
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Figura 22. Painel Q no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). 
 
Painéis T e U (com reforço em L sem apoio longitudinal) 
Ambos os painéis encurvaram globalmente no sentido negativo e o seu colapso é repentino e 
originado pela encurvadura dos reforços. Este comportamento é semelhante ao observado 
nos painéis K, L e M, que tinham as extremidades longitudinais simplesmente apoiadas. Ao 
atingir a carga crítica o deslocamento no centro dos painéis T e U foi de w3=-1.6 mm e 
w3=-2.0 mm, respectivamente. No painel T ocorreu falha de apenas três reforços (Figura 
23) e no painel U de quatro (Figura 24), isto devido à rotação no eixo Oz da barra utilizada 
para a aplicação do carregamento [13]. 
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Figura 23. Painel T no final do ensaio (imagem cedida por Arne Aalberg). 
 
 
Figura 24. Painel U no final do ensaio [13]. 
4.2. Definição dos modelos de elementos finitos 
Na criação dos modelos de elementos finitos procurou reproduzir-se com a maior 
fiabilidade possível os modelos experimentais. Contudo, algumas aproximações foram 
implementadas de forma a não tornar os modelos demasiadamente complexos. 
Em todos os modelos testados na análise de sensibilidades foram usados elementos 
finitos do tipo casca, seguindo a prática corrente na maioria dos trabalhos publicados nesta 
área. A geometria das secções foi definida de forma a seguir a linha média das paredes finas 
da secção transversal dos perfis experimentais, tendo em conta que o Abaqus, por defeito, 
considera as superfícies de referência dos elementos de casca como a superfície média da 
parede fina que procuram reproduzir.  
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Foram desenvolvidas apenas duas geometrias distintas, uma relativa ao painel de 
secção transversal trapezoidal (modelo TR) e outra relativa ao painel com secção transversal 
em L (modelo L), que são apresentadas na Figura 25. As dimensões usadas foram as 
dimensões nominais dos perfis representadas na Figura 14, excepto para o comprimento e 
espessura das paredes. Quanto ao comprimento foi considerado 995 mm para o modelo TR 
e 957 para o modelo L. No que diz respeito à espessura das paredes, usaram-se valores 
próximos aos medidos nos espécimes testados experimentalmente (Tabela 3), em detrimento 
dos valores nominais. Essas dimensões são apresentadas nas Figuras 27 e 26. 
 
 
Figura 25. Geometria dos perfis individuais utilizados neste trabalho para os modelos L e modelos 
TR. 
Para reproduzir as propriedades dos materiais, começou por se definir o módulo de 
elasticidade, considerado igual para todas as zonas em ambas as tipologias de painel, com 
base nos resultados do trabalho de Triland at al. [48] para secções extrudidas com 3 mm de 
espessura. Este valor foi escolhido depois de se efectuarem algumas simulações. Verificou-se 
que um valor baixo (64.5 GPa) dentro da gama fornecida (64.5 a 75 GPa) em [48] ajustava 
melhor os resultados das simulações pelo MEF aos resultados experimentais, tendo em 
conta a fase pré-colapso.  
Relativamente às propriedades elásticas, utilizaram-se as tensões limite de elasticidade 
para cada uma das zonas da placa e reforço de ambas as tipologias de painéis analisados, 
mencionadas no trabalho experimental de base [13]. Partindo da tensão limite de 
elasticidade e com base nos valores das curvas tensão-deformação apresentadas na Figura 
17 foi definida o comportamento em regime plástico. Por falta de informação adicional, 
foram consideradas as mesmas propriedades na ZAC em ambas as tipologias de painéis, 
embora os processos de soldadura tenham sido distintos. Estas propriedades foram 
definidas nos modelos usando os comandos do Abaqus *ELASTIC e *PLASTIC com os 
valores definidos na Tabela 6. 
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Relativamente à definição da largura da ZAC foram consultados alguns artigos de 
referência. No trabalho de Yan et al. [49] são apresentadas medições das propriedades do 
material junto à zona da soldadura obtida por FSW. Estas propriedades estão de acordo 
com os resultados obtidos por Ronning et al. [15] para uniões obtidas pelos processos MIG 
e FSW, que mostram que a ZAC tem menor dimensão para o segundo método de 
soldadura. Com base neste último trabalho foi considerada uma largura da ZAC de 25 mm, 
a partir do centro de soldadura, para os painéis com secção em L sujeitos a soldadura MIG. 
Para os painéis com reforço trapezoidal foi considerada uma ZAC com largura de 8 mm a 
partir do centro da união, que corresponde à zona onde o perfil é mais espesso 
relativamente à restante zona da placa. 
Tabela 6. Propriedades dos materiais definidos nos modelos de elementos finitos. 
Modelo / zona 
Propriedades elásticas 
(*ELASTIC) Propriedades plásticas (*PLASTIC) 
E  (GPa) v 
TR 
Zona da placa 
64.5 0.3 
Tensão (MPa) 261 294 
Deformação plástica 0 0.06 
TR 
Zona do reforço 
64.5 0.3 
Tensão (MPa) 275 308 
Deformação plástica 0 0.06 
L 
Zona da placa 
64.5 0.3 
Tensão (MPa) 265 298 
Deformação plástica 0 0.06 
L 
Zona do reforço 
64.5 0.3 
Tensão (MPa) 284 317 
Deformação plástica 0 0.06 
ZAC 64.5 0.3 
Tensão (MPa) 135 160 200 220 200 
Deformação plástica 0 0.007 0.027 0.047 0.067 
 
O modelo TR foi desenhado de forma a representar apenas metade da estrutura em 
estudo, permitindo reduzir o tempo de cálculo, já que este painel apresenta um plano de 
simetria geométrico no plano longitudinal xz. No modelo L foi representado o painel na sua 
totalidade. Embora geometricamente todos os painéis apresentem um plano de simetria 
transversal em relação à direcção dos reforços (plano Oyz), este não foi aproveitado para 
simplificar o modelo uma vez que se pretendiam simular imperfeições anti-simétricas neste 
plano.   
Neste trabalho para a definição das condições de fronteiras usou-se uma uma 
metodologia pouco comum de para fazer a aproximação as condições reais dos ensaios 
experimentais. Vulgarmente na literatura as extremidades sujeitas a carregamento 
apresentarem encastramento ou os seus nós estão simplesmente apoiados. Em ambos os 
casos apenas é permitido o deslocamento na direcção de aplicação da forma. 
Foram definidas duas paredes rígidas, unindo os nós das extremidades sujeitas a carga 
com elementos do tipo RB3D2 (elemento rígidos tridimensionais do tipo viga com 2 nós), 
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tal como está representado nas Figuras 26 e 27. O uso deste tipo de elementos rígidos 





Material (Tabela 6) Espessura (mm) 
 
L (zona do reforço) 4.35 
ZAC 4.85 
L (zona da placa) 4.85 
 L(zona do reforço) 2.95 
 
Figura 26. Condições de fronteira e propriedades dos elementos finitos no modelo com secção em L 
(modelo L). 
A cada uma das paredes referidas associou-se um nó fora da superfície do painel com 
posição correspondente ao centro de rotação dos rolamentos do apoio dos painéis e ao 
centro da secção transversal. Este nó foi definido como referência da parede rígida, sendo o 
deslocamento e a rotação da parede rígida realizada em torno deste.  
Embora no modelo experimental cada uma das secções individuais estivesse associada 
a uma estrutura que rodava independentemente, esse pormenor não foi tido em conta nos 
modelos numéricos, já que a sua implementação seria bastante complexa. 
No modelo L (Figura 26), o nó de referência da extremidade fixa foi restringido no 
deslocamento nas três direcções espaciais. Apenas a rotação em torno de Oy foi permitida, 
de acordo com a montagem experimental. Ainda no mesmo modelo, no nó de referencia da 
extremidade à qual foi aplicada a carga, apenas foi permitido o deslocamento na direcção 
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Ox, sendo a rotação permitida em Oy (ry) e Oz (rz)  também de acordo com o descrito por 
Aalberg et al. [13].  
No modelo TR (Figura 27), as condições de fronteira foram semelhantes, contudo, a 
extremidade sujeita a carga foi adicionalmente restringida na rotação em torno de Oz (rz), 




Material (Tabela 6) Espessura (mm) 
 
TR (zona da placa) 3.4 
TR (zona do reforço) 3.05 
TR (zona da placa) 3.1 
ZAC 3.4 
 
Figura 27. Condições de fronteira e propriedades dos elementos finitos no modelo com secção 
trapezoidal (modelo TR). 
 
Nos modelos com apoio ao longo das arestas longitudinais, a essas extremidades 
apenas foi restringido o deslocamento segundo Oz, sendo permitidas todas as rotações. 
Uma aproximação mais exacta à montagem experimental seria significativamente mais 
complexa de implementar, sem trazer grandes benefícios ao nível de aproximação de 
resultados. 
A carga em ambos os modelos foi aplicada no sentido negativo do eixo Ox. A 
monitorização do deslocamento foi feita no nó de referência da extremidade móvel onde foi 
também aplicada a carga. 
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4.3. Estudo da influência do tipo de elemento e densidade de malha 
O modelo TR, descrito anteriormente, foi considerado para o estudo da influência do tipo 
de elemento finito e do refinamento de malha. Este tipo de estudo em painéis com secção 
fechada não foi encontrado na bibliografia consultada. O mesmo tipo de análise não foi 
efectuado para o modelo L já que existem algumas referências e recomendações para esta 
geometria. 
Com base no modelo TR foram criados 14 diferentes modelos: 7 com elementos de 8 
nós e 7 com elementos de 4 nós. Cada um desses 7 modelos incluiu um diferente número de 
elementos finitos, conforme se indica na Tabela 7. Os elementos de todos os modelos foram 
criados de forma a que a dimensão dos seus lados fosse aproximadamente igual. 
 
Tabela 7. Número de elementos e nós dos diferentes modelos criados. 
Nº de elementos por 
modelo 
Nº de nós por modelo 
Elementos 4 nós Elementos 8 nós 
16875 17154 50642 
10500 10714 31509 
7470 7828 22423 
4950 5108 14867 
3000 3129 9019 
1360 1445 4091 
500 554 1509 
 
Foram testados 4 tipos distintos de elementos finito do tipo casca na biblioteca do 
Abaqus: S8R, S8R5, S4 e S4R. O objectivo foi avaliar a variação dos resultados obtidos a 
partir dos vários modelos na previsão da carga crítica e no comportamento 
força/deslocamento.  
Foram inicialmente efectuados testes com os modelos TR sem qualquer tipo de 
imperfeição inicial com os elementos finitos S8R, S4 e S4R. Verificou-se que nos modelos 
com 16875 e 10500 elementos S8R ocorreu uma encurvadura global no sentido positivo, ao 
contrário de todos os restantes modelos. Como se pode verificar analisando os resultados da 
Figura 31-a, as curvas relativas a estes modelos têm formas significativamente diferentes das 
restantes, apresentando uma zona quase horizontal junto ao ponto crítico. A encurvadura 
global no sentido positivo, tanto experimentalmente, como nas análises pelo MEF 
efectuadas, conduz a valores de carga crítica superiores. Por este motivo foi usado como 
referência o modelo com 7470 elementos.  
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De forma a comparar o desempenho dos elementos S8R5 em relação aos S8R, 
também nos modelos com apoio, garantiu-se que em todas as análises ocorresse uma 
encurvadura global no sentido positivo. Para tal, implementou-se em cada um dos modelos 
uma imperfeição relativa a um modo de encurvadura global positiva. Essa imperfeição foi 
obtida através de uma análise de valores próprios e é designada por VP14 na Figura 33. 
Foram também testados os modelos com elementos S4 com esta imperfeição.  
Por fim foram efectuados testes para o modelo TR sem apoio utilizando, apenas com 
o elemento do tipo S8R.  
Foi efectuado o registo do tempo de cálculo de cada análise até ao ponto crítico e o 
respectivo número de incrementos. O tempo total de cada uma das simulações, que 
decorreram até ultrapassado o deslocamento de 5 mm, variou entre o dobro e o triplo do 
tempo despendido até a carga crítica. Os resultados destas análises são apresentados na 
Tabela 8. Os resultados representados nas Figuras 28, 29 e 30 permitem efectuar a 
comparação dos valores obtidos para a carga crítica. Salienta-se que nestas figuras os 
resultados estão representados em função do número de elementos da malha, apesar do 
número de graus de liberdade variar bastante para os vários tipos de elemento usados.  




Figura 28. Resultados (carga crítica) das análises com diferentes densidades de malha, utilizando 




















46 4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados
 






Figura 29. Resultados (carga crítica) das análises com diferentes densidades de malha utilizando 
elementos S8R, S8R5 e S4, com imperfeição do tipo VP14 (ver Figura 33) com magnitude 





Figura 30. Resultados (carga crítica) das análises com diferentes densidades de malha, utilizando 





































4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados 47 
 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Tabela 8. Resultados da análise do tipo de elemento e densidade de malha para o modelo TR, com 


















16875 907.2 1.9 70 21 
10500 902.4 1.3 36 20 
7470 890.4 Ref. 24 22 
4950 880.8 -1.1 11 18 
3000 878.4 -1.3 5 15 
1360 861.6 -3.2 2 14 




16875 873.6 Ref. 8 15 
10500 866.4 -0.8 4 14 
7470 864 -1.1 3 14 
4950 859.2 -1.6 2 14 
3000 854.4 -2.2 1 14 
1360 842.4 -3.6 <1 13 




16875 878.4 Ref. 12 14 
10500 873.6 -0.5 7 14 
7470 873.6 -0.5 4 14 
4950 871.2 -0.8 3 14 
3000 868.8 -1.1 2 12 
1360 873.6 -0.5 <1 12 






16875 835.2 Ref.   
10500 830.4 -0.6   
7470 825.6 -1.1   
4950 828 -0.9   
3000 816 -2.3   
1360 813.6 -2.6   






16875 808.8 Ref. 61 23 
10500 813.6 0.6 30 24 
7470 813.6 0.6 21 21 
4950 813.6 0.6 11 20 
3000 804 -0.6 4 17 
1360 801.6 -0.9 2 19 






16875 811.2 Ref.   
10500 813.6 0.3   
7470 816 0.6   
4950 823.2 1.5   
3000 828 2.1   
1360 847.2 4.4   





16875 691.2 Ref.   
10500 693.6 0.3   
7470 691.2 0.0   
4950 693.6 0.3   
3000 693.6 0.3   
1360 691.2 0.0   
500 693.6 0.3   
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Relativamente aos modelos com elementos S8R, com apoio, pode ser obtida uma boa 
precisão da carga crítica para malhas com pelo menos 4950 elementos finitos. O 
comportamento observado nas curvas força-deslocamento é bastante semelhante nas 
análises efectuadas sem imperfeição onde ocorreu encurvadura no sentido negativo. Nas 
análises em que foi usada a imperfeição inicial, aquelas curvas apresentam convergência 
para refinamentos de malha com pelo menos 4950 elementos.  
No que diz respeito as análises com os elementos S4, o primeiro ponto a salientar é a 
redução do tempo de cálculo para cerca de 1/6, relativamente aos modelos com o mesmo 
número de elementos S8R. A carga crítica apresenta uma boa convergência a partir de 1360 
e 4950 elementos, para os modelos sem e com imperfeição, respectivamente. As curvas 
força-deslocamento aproximam-se da referência para os modelos com pelo menos 3000 e 
7470 elementos finitos para os modelos sem e com imperfeição, respectivamente. 
Os valores obtidos para os modelos com elementos S4R afastam-se um pouco dos 
obtidos com elementos S4 e ainda mais dos obtidos com elementos S8R. A grande vantagem 
é que o tempo de cálculo é aproximadamente 2/3 em relação ao obtido recorrendo a 
elementos finitos do tipo S4. A sua aplicabilidade a estruturas muito complexas, com grande 
número de elementos finitos, pode ser uma solução interessante, muito embora a previsão 
do comportamento possa ser menos fiável. 
Os modelos discretizados com elementos S8R5 apresentam resultados para a carga 
crítica que se afastam entre 1.5 e 3% em relação a modelos com igual número de elementos 
S8R. Embora o afastamento não seja considerado significativo, a utilização destes elementos 
finitos apenas permite uma redução no tempo de cálculo de aproximadamente 15% em 
relação aos elementos S8R. Adicionalmente, como se pode verificar nas curvas da Figura 
31-e, não parecem oferecer uma boa previsão na fase pós-colapso. Nestes resultados mostra-
se claramente que não há convergência de resultados, mesmo para os modelos com maior 
número de elementos finitos. O comportamento dos modelos com elementos S8R, com 
apenas 5 graus de liberdade por nó, é bastante bom enquanto a deformação não é 
acentuada. Contudo, após o colapso e com o aumento da deformação, estes modelos não 
parecem conseguir reproduzir correctamente o comportamento. Deste modo, este tipo de 
elementos não parece constituir uma solução interessante quando aplicados no estudo de 
painéis reforçados. 
Para o modelo TR, sem apoio ao longo das arestas originais, apenas se testaram os 
elementos do tipo S8R. Para todas as densidades de malha foram obtidos resultados muito 
semelhantes, com variações máximas da ordem de 0.3 %. A obtenção de bons resultados em 
modelos com poucos elementos prende-se provavelmente com a formação de uma 
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deformada com menor complexidade, junto às arestas longitudinais, relativamente aos 
modelos com apoio. Consequentemente, é necessário um menor número de elementos para 
simular o processo. 
Resumidamente, para análises do MEF com um modelo semelhante ao usado e com 
apoio ao longo das arestas longitudinais, é aconselhada a utilização de um mínimo de 4950 
elementos do tipo S8R ou 7470 elementos do tipo S4 de forma a obter um bom 
compromisso entre o tempo de computação e a exactidão dos resultados obtidos, quer para 
a carga crítica, quer no comportamento pós-colapso. Nestas circunstâncias, a utilização de 
elementos finitos do tipo S4 permite obter menores tempos de cálculo. Se forem pretendidos 
tempos ainda mais baixos poder-se-á recorrer a elementos S4R podendo, porém, a 
exactidão ser um pouco afectada. 
O tempo de cálculo poderá também ser reduzido pela diminuição do número de 
incrementos de cálculo. Tal poderá ser conseguido aumentando o comprimento de arco 
inicial nas definições do método de Riks no Abaqus. Contudo este procedimento conduz 






Figura 31. Curvas força-deslocamento relativas às análises para o modelo TR com e sem apoio, com 
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d)     S8R








Figura 31. (continuação) 
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f)     S4






























Figura 31. (continuação) 
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4.4. Estudo de sensibilidade às imperfeições iniciais 
O estudo de sensibilidades às imperfeições iniciais efectuado, para além de uma análise da 
influência da magnitude, comum na bibliografia consultada, incluiu uma análise da 
influência da geometria dessas imperfeições. Este último tipo de estudo não foi encontrado 
na bibliografia consultada. 
  As imperfeições geométricas iniciais foram implementadas usando as deformadas 
resultantes da análise de valores próprios, com base no método descrito na secção 3.4.2.  
Nos modelos TR foram utilizados 4950 elementos finitos do tipo S8R de acordo com 
o estudo efectuado na secção anterior. O uso de um modelo com elementos do tipo S4 
permitiria atingir menores tempos de cálculo, contudo de acordo com simulações 
preliminares, os elementos S8R possibilitam convergência de resultados sem necessidade de 
grandes afinações dos parâmetros de entrada do método de Riks no Abaqus. Os problemas 
de convergência de resultados surgem geralmente no período pós-colapso, interrompendo 
prematuramente as análises. Determinaram-se os parâmetros para o comando *RIKS que 
privilegiassem a convergência para diferentes tipos de imperfeição inicial aplicadas em 
análises preliminares.  
No modelo T foram implementados 4320 elementos finitos do tipo S8R (13239 nós) 
conforme recomendações da bibliografia. Foram usados 864 elementos de 8 nós por secção 
individual, enquanto no trabalho de Rigo et al. [34], que se refere exactamente a mesma 
geometria de perfil, é recomendado que se utilizem mais de 800 elementos de 4 nós para 
obtenção de resultados exactos para a carga crítica e uma boa aproximação do 
comportamento pós-colapso. Também a recomendação de Lynch et al. [36] foi tida em 
conta, tendo sido considerados mais de 9 nós por cada meio-comprimento de onda 
formado.  
Utilizando os modelos descritos efectuou-se a análise de sensibilidade às imperfeições 
iniciais para ambos os tipo de secção transversal estudados no âmbito deste trabalho, com e 
sem apoio alongo das arestas longitudinais. Para tal, foi inicialmente efectuada uma análise 
de valores próprios para cada uma das quatro situações. 
 A escolha das deformadas a usar como imperfeição efectuou-se com base em análises 
do comportamento dos painéis sem imperfeição inicial, realizada com o objectivo de 
descobrir qual o modo de encurvadura que estes seguiam (Figura 32). Verificou-se que esse 
modo nem sempre corresponde ao modo de encurvadura do primeiro valor próprio (com 
valor de força mais baixo). As deformadas obtidas experimentalmente também foram 
consideradas. Por esse motivo foram incluídas no estudo imperfeições que pretenderam 
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forçar os painéis a formar encurvadura local com plastificação fora da zona central do 
painel, à semelhança do que aconteceu nos painéis experimentais.  
Os modos de encurvadura utilizados como imperfeição inicial para os modelos TR e T 
estão representados nas Figuras 33 e 34, respectivamente. De acordo com os resultados 
apresentados nestas figuras, verificou-se que valores de força correspondentes ao primeiro 
valor próprio fornecem uma previsão muito conservadora da carga crítica, exceptuando-se 
o caso do modelo TR sem apoio, onde a carga de 680 kN relativa ao primeiro valor próprio 
parece fornecer uma previsão aproximada aos valores experimentais. 
 Para o modelo TR foi escolhido um modo de encurvadura semelhante ao da 
deformada obtida sem imperfeição, quer para a situação com apoio, quer sem apoio ao 
longo das arestas longitudinais. Em ambos os casos trata-se de um modo de encurvadura 
global no sentido negativo de Oz. Foram então escolhidas as deformadas VP14, para o 
modelo com apoio, e VP4 para o modelo sem apoio (Figura 33), ambas multiplicados por 
factores negativos de forma a se obterem deformadas com sentido de encurvadura global 
negativo. A utilização de factores multiplicativos positivos e negativos para estas 
deformadas permite forçar a placa a encurvar globalmente nos dois sentidos, como se 
verificou nos painéis testados experimentalmente. 
As restantes imperfeições utilizadas no modelo TR, com e sem apoio, correspondem a 
deformadas iniciais que vão forçar os painéis a encurvar em zonas diferentes.  
Os valores máximos das imperfeições utilizados para o modelo TR foram 0.25, 0.5, 
1 e 2 mm. Foram estes os coeficientes multiplicados pelos valores de deslocamento 
adimensionalizados (com valores entre -1 e 1) provenientes da análise de valores próprios. 
Foram também utilizados valores negativos da mesma grandeza. Estes valores abarcam a 
magnitude das imperfeições dos painéis experimentais usados como referência [13], bem 
como a magnitude das imperfeições obtidas em painéis semelhantes através dos mesmos 
processos de fabrico, descrito noutro trabalho experimental com avaliação mais detalhada 
das imperfeições [15]. 
Para o modelo T o procedimento de escolha foi semelhante. Foi usado um modo de 
encurvadura, proveniente da análise de valores próprios, semelhante ao modo observado na 
análise sem o uso de imperfeições iniciais, aquando do colapso, para cada um dos modelos 
com e sem apoio. Em ambos os casos foi utilizada a deformada referente ao primeiro valor 
próprio (VP1 na Figura 34). Os restantes modos usados como imperfeição tentam impor 
aos painéis outro tipo de deformadas. 
Relativamente as magnitudes das imperfeições, foram usadas 0.25, 0.5, 1, 2 e 4 mm. 
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Figura 32. Deformadas para os modelos TR e L, com e sem apoio ao longo das arestas longitudinais, 
numa análise sem uso de imperfeições iniciais, ao atingirem a carga crítica.  
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Valor próprio 1 (VP1) 763kN Valor próprio 14 (VP14) 947kN 
 





































Valor próprio 4 (VP4) 708 kN Valor próprio 6 (VP6) 765 kN 
 











Valor próprio 7 (VP7) 769 kN Valor próprio 23 (VP23) 973 kN 
 
Figura 33. Representação da imperfeições iniciais usadas nas análises com o modelo TR com e sem 
apoio. As deformadas resultaram da análise de valores próprios. 
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Valor próprio 1 (VP1) 692 kN Valor próprio 2 (VP2) 705 kN 



































Valor próprio 1 (VP1) 595 kN Valor próprio 2 (VP2) 601 kN 










Valor próprio 13 (VP13) 851 kN 
Figura 34. Representação da imperfeições iniciais usadas nas análises com o modelo L com e sem 
apoio. As deformadas resultaram da análise de valores próprios.  
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Os resultados das simulações efectuadas são apresentados através das curvas força-
deslocamento e comparados com resultados experimentais. São também apresentadas as 
deformadas finais dos modelos, com representação da componente de deslocamento na 
direcção Oz (qr). Estes resultados podem ser comparados com a descrição e fotografias, 
relativas aos ensaios experimentais apresentadas na secção 4.1.2 [13]. As deformadas foram 
agrupadas por semelhança e são representadas apenas as que representam um determinado 
grupo.  
Para todas as curvas foi apenas representada a zona superior. Para valores de força 
mais reduzidos o comportamento é totalmente linear, não tendo por isso grande interesse a 
sua representação.  
É possível verificar que todas curvas força-deslocamento se situam ligeiramente à 
direita das experimentais. Sobretudo a maior inclinação das curvas, relativamente às 
experimentais, na zona pré-colapso, pode levar a pensar que o módulo de elasticidade 
considerado foi demasiadamente alto. Contudo, o valor utilizado foi o mais baixo obtido 
nas referências consultadas [48].  
4.4.1. Resultados para o modelo TR com apoio 
Os resultados da análise de sensibilidade às imperfeições iniciais do modelo TR, com apoio 
ao longo das arestas longitudinais, são apresentados na Tabela 9 e comparados nos gráficos 
da Figura 35. As curvas força-deslocamento estão representadas na Figura 36 e as 
deformadas finais na Figura 37. 
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Tipo Magnitude (mm) 
Experimental E 842.1  -  
Experimental F 859.8  -  
Experimental G 862.9  +  
Sem imperfeição 880.8 Ref. -  
VP1 
0.25 861.6 -2.2 + D1 
0.5 856.8 -2.7 + D1 
1 847.2 -3.8 + D1 
2 835.2 -5.2 + D1 
VP1 
-0.25 868.8 -1.4 + D2 
-0.5 856.8 -2.7 + D2 
-1 849.6 -3.5 + D2 
-2 837.6 -4.9 + D2 
VP14 
0.25 854.4 -3.0 + D1 
0.5 844.8 -4.1 + D1 
1 828.0 -6.0 + D1 
2 792.0 -10.1 + D2 
VP14 
-0.25 868.8 -1.4 - D3 
-0.5 852.0 -3.3 - D3 
-1 823.2 -6.5 - D3 
-2 775.2 -12.0 - D3 
VP15 
0.25 885.6 0.5 - D3 
0.5 890.4 1.1 - D3 
1 902.4 2.5 - D3 
2 864.0 -1.9 + D1 
VP19 
0.25 883.2 0.3 - D3 
0.5 895.2 1.6 - D3 
1 871.2 -1.1 + D1 
2 849.6 -3.5 + D1 
 
O primeiro aspecto a salientar é relativo aos resultados experimentais. Nos painéis 
com secção trapezoidal, ao contrário do que seria de esperar, os valores experimentais da 
carga crítica crescem com o aumento da magnitude da imperfeição medida. Nas três placas 
testadas, o valor da carga crítica foi 842.1, 859.8 e 862.9 N e as deformações máximas 
medidas foram +0.2, +1.0 e +1.5 mm, respectivamente. Este facto pode ser explicado pela 
existência de deformações maiores fora da zona medida e/ou pela distribuição das 
deformações, de acordo com os resultados obtidos na estudo de sensibilidade efectuado.  
 Nas várias curvas representadas na Figura 36 é possível distinguir dois tipos de 
curvas força-deslocamento, que definem um comportamento típico consoante a encurvadura 
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global se dá no sentido negativo ou positivo de Oz. Assim, existem curvas com uma zona 
sensivelmente horizontal junto a carga crítica, semelhante à curva obtida para o painel 
experimental G, que se refere a modelos onde ocorreu encurvadura global no sentido 
positivo da direcção Oz (Figura 36). As restantes curvas têm uma forma semelhante à 
obtida para os painéis experimentais E e F, estando associadas a uma encurvadura global no 
sentido positivo (Figura 36). A carga crítica dos painéis modelados foi inversamente 
proporcional à magnitude máxima aplicada, quando usadas a imperfeição VP14, que era a 
mais próxima da obtida no modelo sem imperfeições. Para a imperfeição VP1 com valores 
negativos verificou-se apenas uma troca de sentido da encurvadura local da placa em 
relação à mesma imperfeição com sentido positivo (deformada D1 da Figura 37), ou seja, 
sentido positivo dentro da zona com reforço e negativo fora dessa zona, como se pode 
verificar na deformada D2 representada na. Para as imperfeições VP15 e VP19 observou-se 
um ligeiro crescimento na carga crítica do painel para magnitudes mais reduzidas 
verificando-se uma queda na resistência para magnitudes mais significativas.  
Para os modelos que encurvaram globalmente no sentido negativo da direcção Oz, a 
encurvadura local apenas formou uma ruga, enquanto que experimentalmente apresentou 
múltiplas rugas junto à secção central do painel (ver Figura 18). Mesmo nos testes 
realizados com o modelo com 16875 elementos finitos do tipo S8R estas curvas múltiplas 
não surgiram. Contudo a exactidão dos resultados obtidos revelam que esse fenómeno não 
terá tido uma influência significativa. 
 As curvas força-deslocamento na zona pós-colapso afastam-se um pouco dos 
resultados experimentais. Este afastamento pode ser devido ao colapso se ter dado para 
valores de deslocamento um pouco inferiores, movendo todas as curvas para no sentido 
negativo do eixo do deslocamento.  
 Por comparação com os valores experimentais, os valores das magnitudes de 
deslocamento na direcção Oz no centro do painel aquando do colapso e no final do ensaio, 
vão de encontro à maioria das análises em que ocorreu encurvadura global no sentido 
negativo. O painel E apresenta para essas variáveis valores de -11.2 e -36.3 mm. Por 
exemplo, no modelo numérico com a imperfeição VP14 e magnitude -0.5 mm, obtiveram-se 
valores de -9.2 e -41 mm, respectivamente.  
 Os valores de carga crítica obtidos com as imperfeições VP1, VP15 e VP19, com 
magnitude de 2 mm, são aproximadamente iguais aos experimentais. Os resultados da carga 
crítica com a imperfeição VP14 e 2 mm de magnitude (magnitude máxima que surge em 
painéis com este tipo de construção) são os mínimos da análise efectuada, apresentando 
uma boa estimativa para utilização no âmbito de projecto.  
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Figura 36. Curvas força-deslocamento relativas à análise de sensibilidade às imperfeições com modelo 














a) Experimental EExperimental F
Experimental G
VP1  mag.= 0.25mm
VP1  mag.= 0.5mm
VP1  mag.= 1mm














b) Experimental EExperimental F
Experimental G
VP1  mag.= -0.25mm
VP1  mag.= -0.5mm
VP1  mag.= -1mm














c) Experimental EExperimental F
Experimental G
VP14  mag.= 0.25mm
VP14  mag.= 0.5mm
VP14  mag.= 1mm
VP14  mag.= 2mm
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d) Experimental EExperimental F
Experimental G
VP14  mag.= -0.25mm
VP14  mag.= -0.5mm
VP14  mag.= -1mm














e) Experimental EExperimental F
Experimental G
VP15  mag.= 0.25mm
VP15  mag.= 0.5mm
VP15  mag.= 1mm














f) Experimental EExperimental F
Experimental G
VP19  mag.= 0.25mm
VP19  mag.= 0.5mm
VP19  mag.= 1mm
VP19  mag.= 2mm
Figura 36. (continuação) 
62 4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados
 


























Figura 37. Deformadas finais das análises com o modelo TR com apoio (ver Tabela 9). 
4.4.2. Resultados para o modeloTR sem apoio 
Os resultados da análise de sensibilidade às imperfeições iniciais do modelo TR, sem apoio 
ao longo das arestas longitudinais, são apresentados na Tabela 10 e comparados nos 
gráficos da Figura 38. As curvas força-deslocamento estão representadas na Figura 39 e as 





4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados 63 
 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 













Tipo Magnitude (mm) 
Experimental P 746.0  -  
Experimental Q 668.0  +  
Sem imperfeição 683.6 Ref. -  
VP4 
0.25 700.8 1.0 - D4 
0.5 1286.4 85.5  D5 
1 648 -6.6 + D6 
2 614.4 -11.4 + D6 
VP4 
-0.25 684 -1.4 - D4 
-0.5 672 -3.1 - D4 
-1 655.2 -5.5 - D4 
-2 626.4 -9.7 - D4 
VP6 
0.25 693.6 0.0 - D4 
0.5 696 0.3 - D4 
1 648 -6.6 + D6 
2 626.4 -9.7 + D6 
VP6 
-0.25 693.6 0.0 - D4 
-0.5 696 0.3 - D4 
-1 648 -6.6 + D7 
-2 624 -10.0 + D7 
VP7 
0.25 691.2 0.0 - D4 
0.5 693.6 -0.3 - D4 
1 652.8 0.0 + (não concluiu) 
2 628.8 -5.9 + (não concluiu) 
VP23 
0.25 691.2 -0.3 - D4 
0.5 691.2 -0.3 - D4 
1 696 0.3 - D4 
2 700.8 1.0 - D4 
 
À semelhança do que se observou nos estudos realizados com apoio, obtiveram-se 
dois tipos de curvas força-deslocamento associadas ao sentido da encurvadura global. As 
curvas das análises pelo método dos elementos finitos aproximaram-se das experimentais, 
tendo em conta o sentido da encurvadura global (Figura 39). 
Os modelos com a imperfeição VP23 mostraram uma sensibilidade praticamente nula 
a este defeito inicial, para todas as magnitudes testadas. Também nos modelos com as 
imperfeições VP4(-), VP6, VP6(-) e VP7, com magnitude máximas de 0.25 e 0.5 mm não 
ocorreu diminuição significativa da carga crítica, relativamente às analises sem imperfeição. 
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Para as mesmas imperfeições e para a VP4(+) a carga crítica diminui para as magnitudes de 
1 e 2 mm. Nestes casos, os valores de carga crítica são muito semelhantes tendo em conta os 
mesmos valores de magnitude. 
 
 
Figura 38. Análise de sensibilidade às imperfeições iniciais com modelo TR sem apoio. 
 Existe alguma diferença entre os valores da carga crítica medida experimentalmente 
(painel P) e os modelos que encurvaram globalmente no sentido positivo. Relembra-se que 
nos ensaios experimentais este painel aguentou muita carga sem se deformar, devido às 
ligeiras imperfeições iniciais, tendo depois um colapso abrupto [13]. Uma situação 
semelhante, mas com efeitos mais notórios, aconteceu para o modelo com imperfeição VP4 
e magnitude de 0.5 mm. Neste modelo as imperfeições iniciais conduziram à instabilidade 
para um valor de deslocamento muito mais alto que nos outros modelos, tendo-se verificado 
uma carga crítica 85% superior à dos restantes casos. O colapso é consideravelmente mais 
abrupto que nas restantes análises (Figura 39-a). 
 Em relação as deformadas finais D4 e D6, representadas na Figura 40, 
correspondem às obtidas experimentalmente para os painéis P (Figura 21) e Q (Figura 22), 
respectivamente. Apenas não se verifica a assimetria provocada pela rotação da barra de 
carregamento, que induz uma encurvadura global mais significativa numa das extremidades 
livres dos painéis experimentais, já que esta rotação foi restringida nestes modelos. 
Os valores de carga crítica obtidos para todas as imperfeições, à excepção da VP23, 
com uma magnitude de 2 mm, fornecem uma estimativa do valor mínimo de carga que estes 























4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados 65 
 
 







Figura 39. Curvas força-deslocamento relativas à  análise de sensibilidade às imperfeições com 
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Figura 39. (continuação) 
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Figura 40. Deformadas finais das análises com o modelo TR sem apoio (ver Tabela 10). 
 
4.4.3. Resultados para o modelo L com apoio 
Os resultados da análise de sensibilidade às imperfeições iniciais do modelo L, com apoio ao 
longo das arestas longitudinais, são apresentados na Tabela 11 e comparados nos gráficos 
da Figura 41. As curvas força-deslocamento estão representadas na Figura 42 e as 
deformadas finais na Figura 43. 
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Tipo Magnitude (mm) 
Experimental K 893.1   
Experimental L 899.1   
Experimental M 871.6   
Sem imperfeição 976.8 Ref.  
VP1 
0.25 926.4 -5.2 D8 
0.5 924.0 -5.4 D8 
1 921.6 -5.7 D8 
2 904.8 -7.4 D8 
4 878.4 -10.1 D8 
VP2 
0.25 962.4 -1.5 D9 
0.5 957.6 -2.0 D9 
1 950.4 -2.7 D9 
2 938.4 -3.9 D9 
4 914.4 -6.4 D9 
VP3 
0.25 976.8 0.0 D10 
0.5 991.2 1.5 D10 
1 1015.2 3.9 D10 
2 1060.8 8.6 (não concluiu) 
































4.Estudo de sensibilidade de painéis reforçados 69 
 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
Nas análises realizadas com o modelo L, o primeiro aspecto a salientar é relativo à 
forma das curvas força-deslocamento na fase pós-colapso, em todas as análises efectuadas. 
Nesta fase, verifica-se uma diminuição no deslocamento que acompanha um decréscimo da 
força. Este fenómeno não se verifica nos ensaios experimentais, em que o avanço é constante 
e unidireccional. Este facto poderá estar associado ao próprio método de cálculo do 
Abaqus, uma vez que Zha et al. [35] obtiveram resultados semelhantes para análises com 
painéis do mesmo tipo e com o mesmo programa. Esse comportamento parece surgir em 
consequência do colapso repentino da placa depois da encurvadura local dos reforços. 
Tal como para as análises com o modelo TR, a curva na zona linear pré-encurvadura 
apresenta uma maior inclinação relativamente ao obtido nos ensaios experimentais. 
Para as imperfeições VP1 e VP2 observou-se uma diminuição da carga crítica com o 
aumento da magnitude máxima das deformadas iniciais, como seria de esperar. Para a 
imperfeição VP3 o comportamento é totalmente contrário, verificando-se um sucessivo 
aumento na carga crítica. Este comportamento pode ser explicado pela existência de 
determinadas formas que tornam a placa mais resistente. Para compreensão deste fenómeno 
é possível fazer uma analogia ao que acontece numa placa simples sujeita a cargas de 
compressão. Nestas placas, uma encurvadura global inicial ao longo da direcção de 
aplicação da força funciona como reforço, verificando-se um aumento da carga crítica à 
medida que aumenta o raio de curvatura dessa deformação [8]. Contudo, se a encurvadura 
global inicial se verificar ao longo da direcção perpendicular à da actuação da força vai 
contribuir para a diminuição da carga crítica. 
As previsões da carga crítica aproximam-se dos resultados experimentais para a 
imperfeição VP1 com 2 mm de magnitude e para as imperfeições VP1 e VP2 com 4 mm de 
magnitude. Contudo, esta última magnitude encontra-se muito acima das imperfeições que 
podem ser encontradas em painéis deste tipo. 
No que diz respeito as deformadas finais, verificou-se que em todas as análises que 
ocorreu o colapso de todos os reforços, enquanto que experimentalmente dois dos painéis 
apresentaram um reforço sem encurvadura. Mesmo com a superfície de carregamento livre 
para rodar em torno de Oz, esta rotação não se verificou de forma significativa nos 
modelos.  
No que diz respeito à deformação no centro do painel aquando da carga crítica, em 
termos absolutos, os valores obtidos nas análises são superiores aos resultados 
experimentais correspondentes. A título de exemplo, para o modelo com a imperfeição VP1 
e magnitude de 2 mm, esse deslocamento foi de -5.3 mm, abaixo do intervalo dado para os 
painéis experimentais de -2.1 a -2.8 mm. 
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Figura 42. Curvas força-deslocamento relativas à análise de sensibilidade às imperfeições com modelo 
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Figura 43. Deformadas finais das análises com o modelo L com apoio (ver Tabela 11). 
 
4.4.4. Resultados para o modelo L sem apoio 
Os resultados da análise de sensibilidade às imperfeições iniciais do modelo L, sem 
apoio ao longo das arestas longitudinais, são apresentados na Tabela 12 e comparados nos 
gráficos da Figura 44. As curvas força-deslocamento estão representadas na Figura 45 e as 
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Tipo Magnitude (mm) 
Experimental T 746.9   
Experimental U 718.2   
Sem imperfeição 820.8 Ref.  
VP1 
0.25 789.6 -3.8 D13 
0.5 789.6 -3.8 D13 
1 787.2 -4.1 D13 
2 780.0 -5.0 D13 
4 772.8 -5.8 D13 
VP2 
0.25 796.8 -2.9 D14 
0.5 777.6 -5.3 D15 
1 772.8 -5.8 D15 
2 770.4 -6.1 D15 
4 753.6 -8.2 D15 
VP13 
0.25 801.6 -2.3 D14 
0.5 801.6 -2.3 D16 
1 808.8 -1.5 D16 
2 880.8 7.3 D17 
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Figura 44. Análise de sensibilidade às imperfeições iniciais com modelo L sem apoio 
 
As conclusões que se podem retirar da análise de sensibilidade às imperfeições inicias 
com o modelo L sem apoio são muito semelhantes às mencionadas para o mesmo modelo 
com apoio. Com as imperfeições VP1 e VP2 (Figura 33) verifica-se uma redução da carga 
crítica com o aumento da magnitude. Para a imperfeição VP13 (Figura 33), embora ocorra 
uma diminuição da carga crítica para a magnitude de 0.25 mm, dá-se de seguida um 
aumento sucessivo da carga crítica com o aumento da magnitude das imperfeições.  
A carga crítica obtida para todos os modelos é superior à obtida nos dois ensaios 
experimentais. Contudo, é necessário ter em conta que os modos de encurvadura utilizados 
como imperfeição têm grandes deslocamentos nas extremidades mas não do centro do 
painéis, principalmente para as imperfeições VP1 e VP2, tal como é mostrado na Figura 33. 
Assim, para estas imperfeições, os deslocamentos iniciais no centro do painel são cerca de 
um terço da magnitude máxima, não afectando de forma tão significativa a resistência dos 
painéis.  
As deformadas finais são diferentes das obtidas experimentalmente, em que a rotação 
da barra de carregamento contribui para os painéis encurvarem significativamente mais de 
um dos lados, não sendo assim afectados todos os reforços. O deslocamento absoluto no 
centro do painel, quando é atingida a carga crítica, é bastante superior ao medido 
experimentalmente. Nas análises por simulação numérica obtiveram-se valores sempre 
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Figura 45. Curvas força / deslocamento relativas à análise de sensibilidade às imperfeições com 
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Figura 46. Deformadas finais das análises com o modelo L sem apoio (ver Tabela 12). 
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4.4.5. Discussão global dos resultados da análise de sensibilidade às imperfeições iniciais 
As análises efectuadas permitem concluir que, quer a magnitude, quer a geometria das 
imperfeições iniciais podem afectar consideravelmente o desempenho de um painel 
reforçado. 
Na Tabela 13 é feito um apanhado geral das variações máximas obtidas para uma 
imperfeição com a mesma geometria e para os mesmos valores de magnitude. 





Variação máx. para uma 
imperfeição com a mesma 
geometria [0 , 2mm] (%) 
 
 
Variação para uma mesma magnitude (%) 
 0.25 0.5 1 2 4 
TR Sim  12 VP14(-) 3.5 5.7 9 10.1 --- 
TR Não  96.9 - 12.4 1) VP4 3.4 88.1 -  3.41) 6.9 12.5 --- 
L Sim  8.6 VP3 5.2 6.9 9.6 16 24.7 
L Não  9.6 VP13 0.6 1.5 2.6 12.3 23.1 
1) excluindo o valor extremo para a imperfeição VP4 mag.=0.5mm, muito afastado dos restantes 
 
 A variação máxima na carga crítica para uma imperfeição com a mesma geometria 
(com magnitudes de 0 a 2 mm) pode atingir com valores da ordem de 12.4%. Verifica-se 
um aumento da variação da carga crítica, para modelos que apresentam imperfeições com 
um mesmo valor de magnitude e geometria da variável, à medida que aumenta essa mesma 
magnitude. 
 A utilização como imperfeição inicial de modos de encurvadura semelhantes aos 
obtidos nas análises sem imperfeições, conduz a previsões de valores mínimos para a carga 
crítica. Assim, a utilização deste tipo de deformadas iniciais, com magnitudes máximas 
semelhantes às que podem surgir do processo de construção, pode fornecer uma boa 
estimativa para projecto, já que corresponde ao valor mínimo que os painéis são capazes de 
suportar. Outro método, que poderá vir a ser testado em trabalhos futuros, consiste em 
adimensionalizar os deslocamentos na deformada obtida na análise sem imperfeições 
recorrendo ao valor máximo de deslocamento obtido. Posteriormente, esta deformada pode 
ser multiplicada pelo valor máximo de imperfeição pretendido. 
4.5. Sensibilidade à existência da ZAC 
A existência de um material com uma menor tensão limite de elasticidade na zona afectada 
pelo calor (ZAC), que resulta do processo de soldadura, pode afectar o comportamento de 
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um painel reforçado de alumínio e é objecto de estudo em diversos trabalhos, que recorrem 
ao MEF [34,38,39]. Nesses trabalhos as propriedades do material da ZAC provocam uma 
diminuição da carga crítica em muitos dos painéis analisados. 
Para os modelos e imperfeições designados na Tabela 14 o material da ZAC foi 
substituído pelo material de base da placa e efectuaram-se novas simulações. Foram 
utilizados os mesmos modelos que na análise de sensibilidade às imperfeições. 
Os resultados dessa análise são os que se apresentam na Tabela 14.  
 




Imperfeição  Carga crítica (kN) Variação 
(%) Tipo Magnitude  com ZAC sem ZAC 
TR Sim 
VP1 1  847.2 849.6 +0.3 
VP1 -1  849.6 849.6 0 
VP14 -1  823.2 818.4   -0.6 
TR Não VP6 1  648.0 648.0 0 
L Sim VP1 1  921.6 919.2 -0.3 
L Não VP1 1  787.2 787.2 0 
 
 
Os resultados obtidos revelam que o material da ZAC, neste caso, não afecta a 
resistência das placas, contrariamente ao que seria de esperar. Por esse motivo realizou-se 
uma análise detalhada das deformadas obtidas no Abaqus, relativas ao incremento em que é 
atingido o ponto crítico. Verificaram-se os valores das tensões equivalentes de von Mises e 
da deformação plástica equivalente (PEEQ).  
Relativamente ao campo de tensões, verificou-se que os valores atingidos na ZAC 
eram inferiores ou muito próximos da tensão limite de elasticidade do material afectado 
pelo calor A partir dessa tensão o comportamento do material de base e da ZAC torna-se 
diferente, iniciando-se a plastificação deste último.  
Quanto à deformação plástica equivalente, esta surge nos resultados das simulações 
com o modelo TR na ZAC, mas unicamente com valores residuais. No modelo L apenas 
observado na zona superior dos reforços. Provavelmente com outras condições de fronteira, 
como encastramento, poderiam obter-se valores superiores para a tensão na zona da placa 
antes de atingida a carga crítica. Dessa forma a existência de ZAC poderia afectar a 
resistência do painel. 
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Capítulo 5  
Optimização estrutural da secção transversal 
de painéis reforçados 
A optimização estrutural foi efectuada inicialmente com base no trabalho de Caseiro et al. 
[41], no qual são efectuadas optimizações de um painel com reforço em T recorrendo a três 
algoritmos distintos. O algoritmo que permitiu encontrar um painel mais leve com a mesma 
resistência foi o algoritmo HDEPSO descrito na secção 3.5.1 do presente trabalho, e que 
por este motivo vai ser o algoritmo utilizado neste estudo. O painel optimizado por Caseiro 
et al. [41] permitiu uma diminuição de peso de cerca de 10 % relativamente ao painel 
original. Contudo, o tipo de imperfeição adoptada, deslocamento dos nós da secção 
transversal central (DNSTC), fica longe de traduzir as imperfeições reais que podem existir 
num painel deste tipo. É também pouco semelhante às imperfeições que podem minimizar a 
resistência do painel, e que, por isso, é importante considerar numa fase de projecto. Com 
base neste facto, e depois de se ter verificado anteriormente a enorme influência das 
imperfeições iniciais na resistência dos painéis, o mesmo problema de optimização foi 
reavaliado recorrendo a diferentes geometrias de imperfeição inicial.  
O mesmo processo de optimização também aplicado ao modelo L usado 
anteriormente no estudo de sensibilidade às imperfeições iniciais. 
O algoritmo de optimização HDEPSO foi gentilmente cedido pelos autores do 
trabalho de referência [41]. 
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5.1. Definição dos modelos T 
Foram considerados dois modelos para simular um painel com reforço em T. O primeiro foi 
baseado no modelo com elementos sólidos usado por Caseiro et al. [41] tendo sido 
efectuadas alterações para aumentar a convergência de resultados. Essas alterações 
consistiram numa diferente abordagem da parede rígida móvel e da força que lhe esta 
associada, tendo sido usado um método semelhante ao dos modelo TR e L anteriormente 
definidos. Este modelo é constituído por 6300 elementos finitos sólidos do tipo C3D8I. 
O segundo modelo utilizado é muito semelhante ao primeiro, mas recorrendo a 
elementos do tipo casca. O painel foi discretizado em 5280 elementos do tipo S4. Esta 
quantidade e tipo de elementos garante a exactidão dos resultados sem comprometer a 
velocidade de cálculo, que é fundamental neste caso, uma vez que se efectuaram centenas de 
análises para a optimização. 
A geometria da secção transversal do painel está representada na Figura 47, onde a 
vermelho está representada a linha média do perfil, que serve como superfície de referência 
para os elementos do tipo casca. 
 
Figura 47. Representação da secção transversal do painel T, com a superfície de referência dos 
elementos do tipo casca a vermelho. 
O modelo com elementos sólidos é parametrizado para 4 das dimensões dadas 
permitindo a sua variação durante a optimização. Essas dimensões são relativas às 
espessuras,  , : e <, e à largura da zona superior do reforço, <.  
O modelo com elementos do tipo casca apenas permite a alteração das dimensões das 
espessuras no processo de optimização. A largura da placa  , o comprimento () e altura 
do reforço (ℎ) tiveram dimensões fixas de 134, 600 e 54.2 mm, respectivamente. Neste 
modelo a largura da zona superior do reforço (<) foi também considerada fixa, com valor 
igual a 27.5 mm, e a altura do reforço foi estabelecida com a distância entre as superfícies 
5.Optimização estrutural da secção transversal de painéis reforçados 81 
 
 
Rui Miguel Ferreira Paulo Dissertação de Mestrado 
 
de referência da placa e da zona horizontal do reforço, com valor igual a 58.15 mm. Todas 
as dimensões fixas correspondem às medidas no painel original [39].  
As condições de fronteira implementadas estão representadas esquematicamente na 
Figura 48. Foi considerada uma condição de simetria ao longo de ambas as arestas 
longitudinais. Uma das extremidades foi encastrada e os nós da extremidade oposta foram 
unidos através de elementos rígidos do tipo RB3D2. O movimento da parede rígida foi 
restringido em todos os graus de liberdade à excepção do deslocamento na direcção Ox, 
direcção correspondente à do carregamento aplicado. Esse carregamento foi aplicado no 
ponto de referência da parede rígida, no qual foi também efectuada a leitura do 
deslocamento. 
 
Figura 48. Condições de fronteira do modelo T. 
Para a definição das propriedades do material recorreu-se ao modelo Ramberg-
Osgood, cuja implementação é possível no Abaqus através do comando *DEFORMATION 
PLASTICITY [42]. Este modelo é apropriado para a análise de modelo com deformação 
plástica por encurvadura [39]. 
Se for considerada apenas uma dimensão, este modelo pode ser descrito por 
 
s =  +  t   	 u.  (25)  
Os significados das variáveis bem como os respectivos valores para o modelo T em análise 
estão descritos na Tabela 15. 
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Tabela 15. Propriedades dos materiais da secção T optimizada referentes a equação constitutiva de 
Ramberg-Osgood[39]. 
 Placa Reforço 
Módulo de elasticidade () 78 GPa 78 GPa 
Coeficiente de Poisson (j) 0.3 0.3 
Tensão limite de elasticidade () 569 MPa 616 MPa 
Expoente de endurecimento (v) 60.08 99.55 
Yield offset (t) 0.002 0.002 
 
5.2. Optimização de painéis com reforço em T 
Inicialmente foram efectuadas análises pelo MEF com as dimensões originais e obtidas por 
optimização, no trabalho de Caseiro et al. [41], verificando-se que com a imperfeição por 
deslocamento dos nós da secção transversal central (DNSTC) não ocorre qualquer 
deformação lateral do reforço durante as simulações. Este facto verifica-se porque, quer o 
modelo geométrico, quer a imperfeição têm um plano de simetria correspondente ao centro 
da zona vertical do reforço. Os melhores resultados das optimizações efectuadas por estes 
autores tendem a aumentar a espessura zona da placa e diminuir a espessura do reforço, que 
não esteve sujeito a encurvadura.  
Desta forma, surge a necessidade de testar o mesmo painel usando uma imperfeição 
inicial que afecte não só a placa mas também o reforço. Para tal foram usadas as 
deformadas provenientes da análise de valores próprios efectuada com a geometria original 
do painel. Foram consideradas três diferentes imperfeições iniciais, correspondentes ao 
primeiro, terceiro e quinto valores próprios. Na Figura 49 mostram-se os modos de 
encurvadura usados como imperfeição para o modelo com elementos de casca, sendo que os 
modos de encurvadura usados para o modelo com elementos sólidos foram muito 
semelhantes. Foi usada uma magnitude máxima de 2 mm em todas as imperfeições à 
excepção da imperfeição VP1 no modelo com elementos sólidos em que foi usada um valor 
de 0.6 mm. A magnitude de 2 mm é semelhante ao máximo deslocamento inicial que pode 
surgir em painéis integrais deste tipo unidos por soldadura por fricção [15]. 
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Valor próprio 1 (VP1) 195 kN 
 














Valor próprio 3 (VP3) 211 kN Valor próprio 5 (VP5) 236 kN 
 
Figura 49. Representação das imperfeições iniciais utilizadas nas simulações com o modelo T. 
Recorreu-se ao algoritmo HDEPSO para fazer a optimização separadamente para 
cada um dos modelos com diferentes imperfeições iniciais. Recorreram-se a análises 
numéricas sucessivas no Abaqus usando o método de Riks. Essas análises foram restringidas 
a 100 incrementos, suficientes para alcançar o ponto crítico.  
O objectivo foi obter um painel com o mínimo peso possível que tivesse uma carga 
crítica superior a 400 kN. A função objectivo usada é dada por, 
w%x` = y8; + 7  (26) 
 
em que y8; é a área da secção transversal e 7 uma penalização adicionada no caso da a 
força crítica da geometria analisada (w) ser inferior ao valor pretendido (w#Ou) de 400 kN. 
Essa penalização é dada por 
7 = z{f|,w#Ou − w-, 0g, (27) 
em que | =1 x 10-10. 
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Foram definidos intervalos para as dimensões variáveis. Para as espessuras,  , : e <, 
o valor mínimo é 1 mm e o máximo 5 mm, e para a largura da zona horizontal do reforço, < foi definido um intervalo de 15 a 30 mm. 
Para cada optimização foi estabelecido um limite de 155 avaliações, que se verificou 
ser suficiente para a estagnação do resultado. 
Os resultados obtidos são apresentados na Tabela 16 e comparados nos gráficos que 
se apresentam na Figura 50. 
Tabela 16. Resultados da optimização no painel com reforço em T. 












Tipo imperfeição  VP1 VP3 VP5  VP1 VP3 VP5  DNSTC DNSTC 
Magnitude. máx.  0.6 2 2  2 2 2  0.6 0.6 
ta (mm)  4.50 3.17 4.34  5.00 3.30 4.10  4.10 5.00 
tw (mm)  3.69 5.00 5.00  2.46 5.00 4.28  3.60 1.00 
tf (mm)  1.82 5.00 2.03  1.81 4.73 3.37  3.80 1.84 
bf (mm)  27.18 30.00 27.37  27.50 27.50 27.50  27.50 26.37 
Área (mm2)  853.3 846.4 908.3  853.2 843.2 874.0  859.0 772.6 
Redução da área (%)  -0.7 -1.5 +5.7  -0.7 -1.8 +1.8  Ref.  
Força crítica (kN)  402.0 402.0 415.2  402.0 402.0 402.0  389.7 401.8 
Força crítica com as 
medidas originais (kN) 
 392.3 382.7 370.0  394.8 390.0 382.0    
 
As análises prévias efectuadas, com as dimensões do painel original, obtiveram valores 
de carga crítica abaixo de 400 kN. Desta forma, procurou-se não só um decréscimo no 
peso, mas também um aumento na carga crítica.  
A área final é igual ao valor função objectivo, já que nas soluções encontradas, com 
carga crítica superior a 400 kN, não se adicionou qualquer penalização.  
A área não conseguiu ser significativamente reduzida nas optimizações efectuadas. Os 
melhores resultados foram obtidos para a imperfeição VP3 mas apenas com uma redução 
inferior a 2%. Para a imperfeição VP5, que afectava mais significativamente a carga crítica 
painel com geometria inicial, houve um acréscimo na área de 1.7 e 5.7% para os modelos 
com elementos do tipo casca e sólidos, respectivamente.  
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Figura 50. Dimensões dos painéis (mm) com reforço em T optimizados e do painel original. 
 Os resultados para a geometria do painel, obtidos das optimizações, utilizando 
elementos sólidos e do tipo casca (Figura 50), para uma mesma imperfeição inicial, são 
semelhantes. As pequenas divergências apresentadas poderão dever-se a existência mínimos 
locais ou da não-convergência dos modelos para algumas geometrias. É importante 
considerar que apenas se repetiu o processo de optimização uma única vez para cada caso.  
Verificam-se grandes variações, quer na geometria, quer na área obtida utilizando 
diferentes geometrias de imperfeição inicial. 
Para a imperfeição VP1 verifica-se uma tendência para o aumento da espessura da 
placa e para uma diminuição de espessura significativa da zona horizontal do reforço. Para 
a imperfeição VP3 observou-se um aumento da espessura do reforço para o valor limite 
definido e uma diminuição para cerca de 3 mm da espessura da placa. Neste caso, o valor 
da largura da zona horizontal do reforço atingiu 30 mm. Para a imperfeição VP5 observou-
se uma manutenção do valor da espessura da placa, um aumento da espessura da zona 
vertical do reforço e uma diminuição da espessura da zona horizontal.  
Ao comparar os resultados obtidos com as dimensões do painel original (Figura 50-e) 
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Os resultados obtidos, embora não tendo conduzido à obtenção de uma geometria de 
painel como menor peso, como era pretendido, permitiram concluir que as imperfeições 
iniciais podem afectar de forma significativa os resultados obtidos num processo de 
optimização deste tipo de estruturas. 
5.3. Optimização de painéis com reforço em L 
Foi aplicado mesmo procedimento de optimização usado anteriormente ao modelo L 
(Figura 26) com apoio ao longo das arestas longitudinais. Foi considerado um modelo com 
4320 elementos finitos do tipo S4.  
As variáveis consideradas na optimização foram as espessuras das diferentes zonas do 
painel: t1 (espessura da placa), t2 (espessura da zona vertical do reforço) e t3 (reforço da zona 
horizontal do reforço). Essas dimensões estão representadas na Figura 14, bem como as 
restantes dimensões que permaneceram constantes. Foi definido um intervalo para os 
valores das espessuras entre 1 e 6mm. 
A função objectivo é dada pela equação  
(26) e a penalização pela equação (27). A carga crítica definida como objectivo foi w#Ou = 880 kN, correspondendo a um valor intermédio relativamente aos experimentais.  
Foram efectuadas diferentes optimizações para os três tipos de deformações iniciais 
usadas no Capitulo 4 na análise de sensibilidade às imperfeições iniciais. As imperfeições 
VP1, VP2 e VP3 (Figura 34) foram aplicadas com uma magnitude de 2 mm. 
Os resultados das optimizações são apresentados na Tabela 17 e estão representados 
na Figura 51. 
Tabela 17. Resultados da optimização para o modelo L. 
Tipo imperfeição VP1 VP2 VP3 
Original 
Magnitude. máx. 2 2 2 
t1 (mm) 3.74 3.99 3.65 4.85 
t2 (mm) 2.65 2.63 4.84 2.95 
t3 (mm) 1.00 6.00 1.46 4.35 
Área (mm2) 5689 6366 6342 7439 
Redução da área (%) 23.5 14.4 14.7 Ref. 
Força crítica (kN) 890.4 938.4 916.8  
Força crítica com as 
medidas originais (kN) 
892.8 926.4 1048.8  
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Figura 51. Dimensões  dos painéis (mm) com reforço em L optimizados e do painel original. 
A optimização dos modelos com diferentes imperfeições iniciais conduziu, mais uma 
vez, à obtenção de diferentes geometrias. Ao contrário do que aconteceu com o modelo T, 
conseguiram-se reduções significativas na área da secção e, consequentemente, do peso. Em 
todos os casos, as optimizações apontam para uma redução da espessura da placa. 
Relativamente à espessura do reforço, os resultados obtidos variam significativamente, 
especialmente para a zona horizontal do reforço onde, para optimizações com diferentes 
imperfeições iniciais, se obtêm os valores definidos como limite para esta variável, 1 e 6 mm. 
5.4. Discussão global dos resultados das optimizações 
O algoritmo HDEPSO mostrou ter boa capacidade para encontrar soluções para o 
problema de optimização de painéis reforçados, tal como já tinha sido demonstrado por 
Caseiro et al. [47]. O uso de diferentes imperfeições iniciais afectou significativamente a 
geometria obtida para o painel optimizado, bem como o valor da função objectivo obtido.  
No processo de optimização não se consideraram restrições ao nível do processo de 
fabrico, uma vez que estes processos não foram objecto de estudo do presente trabalho. 
Para que este processo de optimização possa ter aplicabilidade prática torna-se 
necessário obter uma geometria optimizada única, correspondente a um painel cuja carga 
crítica mínima, obtida com diferentes imperfeições, incluindo as que minimizem a resistência 
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tem de ser aplicada. Uma das hipóteses poderá ser subdividir cada avaliação do processo de 
optimização, que até agora incluía uma única análise pelo MEF, em análises separadas com 
diferentes imperfeições para uma mesma geometria de painel. Dos resultados dessas análises 
deverá ser escolhido o menor valor de carga crítica obtido como resultado da avaliação. No 
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Capítulo 6  
Considerações finais 
6.1. Conclusões 
As análises realizadas ao longo do presente trabalho permitem tirar algumas conclusões 
acerca das metodologias e parâmetros que se pretendiam estudar. 
O objectivo de encontrar um modelo pelo MEF que reproduzisse o comportamento 
dos ensaios experimentais foi atingido. Apenas para painéis com reforço em L não foi 
possível reproduzir o comportamento pós-colapso, embora se tenham obtido boas previsões 
para a carga crítica recorrendo a 4320 elementos finitos de 8 nós e integração reduzida 
(S8R). 
O painel com reforço trapezoidal pode ser reproduzido com exactidão, com o modelo 
proposto, usando 4950 elementos de 8 nós com integração reduzida (S8R) ou, 
alternativamente, 7470 elementos de 4 nós com integração completa (S4) usando o 
programa de simulação Abaqus.  
Os modelos de elementos finitos exibiram um comportamento bastante sensível às 
imperfeições iniciais, quer no que concerne à geometria quer à magnitude das mesmas. Para 
uma mesma geometria de imperfeição inicial foi possível obter variações de cerca de 12% na 
carga crítica com variação da magnitude entre 0 e 2 mm. Também se observou que a 
influência da magnitude é variável consoante a geometria da imperfeição. Para a maior 
parte das imperfeições verificou-se uma diminuição da carga crítica com o aumento da 
magnitude da imperfeição, embora para outras se tenha verificado a tendência oposta. [13] 
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A existência de um material com tensão limite de elasticidade mais baixo na ZAC não 
influenciou a carga crítica nos modelos testados. 
Relativamente ao processo de optimização de painéis reforçados, o algoritmo 
HDEPSO tem capacidade para determinar bons resultados. A utilização de diferentes tipos 
de imperfeição inicial influencia significativamente os resultados do processo de 
optimização, quer no que diz respeito às dimensões encontradas, quer no que concerne aos 
valores da função objectivo conseguidos. 
6.2. Trabalhos futuros 
O presente trabalho, embora conclusivo em relação a alguns aspectos, gerou novas questões 
em relação a algumas vertentes do estudo do comportamento mecânico de painéis 
reforçados.  
A base do trabalho realizado foi essencialmente a literatura científica no âmbito do 
estudo de painéis reforçados em alumínio, embora também tenham sido consultados alguns 
artigos relacionados com o estudo deste tipo de estruturas em aço e materiais compósitos. 
Uma futura abordagem a esta temática deverá iniciar-se com uma pesquisa exaustiva de 
estudos das mesmas estruturas noutros materiais. Existem numerosos trabalhos relativos a 
painéis reforçados em aço, embora a maior parte sejam um pouco antigos. Para materiais 
compósitos os estudos existentes são muito recentes e apresentam novas abordagens. Estes 
poderão fornecer informações importantes e técnicas de análise aplicáveis aos painéis de 
alumínio. 
O estudo de sensibilidade às imperfeições iniciais forneceu algumas indicações acerca 
de como estas afectam o comportamento de um painel reforçado. Contudo, a validação de 
um método para criar imperfeições que conduzam a um valor crítico mínimo para uma 
dada magnitude, que tivesse uma aplicabilidade geral e automatizável, era essencial no 
âmbito do projecto mecânico, e poderá ser objecto de estudo em futuros trabalhos. A 
avaliação da sensibilidade às imperfeições iniciais de painéis sujeitos a forças de compressão 
em simultâneo com forças de corte e pressões aplicadas na zona da placa é também uma 
área de grande interesse e que poderá vir a ser explorada no futuro. 
O desenvolvimento de um software vocacionado para a optimização estrutural de 
painéis também poderá ser uma aposta interessante. Para tal é essencial o desenvolvimento 
de uma ferramenta para a obtenção de modelos com dimensões parametrizadas de forma 
automática, que permita a aplicação de vários cenários ao nível da definição de condições 
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de fronteira e de aplicação de cargas. Essa ferramenta poderia assim funcionar em paralelo 
com um algoritmo de optimização, este com base em resultados obtido pelo MEF ou num 
método misto, que englobasse métodos analíticos e empíricos em conjunto com o MEF, de 
forma a encontrar geometrias óptimas para aplicações específicas.  
No âmbito da optimização deste tipo de estruturas é também importante fazer a 
interligação ente as geometrias obtidas e os processos de obtenção dos painéis, 
nomeadamente a extrusão, de forma a verificar eventuais impossibilidades técnicas para a 
produção dos perfis optimizados. Em próximos estudos nesta área é importante fazer uma 
pesquisa alargada acerca das técnicas de produção dos painéis de forma a conhecer as suas 
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